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Aufgabenstellung

In der vorliegenden Diplomarbeit sollen zum einen, die Grundlagen fiir die stochastische
Modellierung von biochemischen Netzwerken beleuchtet und zum anderen, das Software-
paket Snoopy um eine Netzklasse Stochastic Petri Net erweitert werden. Mittels dieser
neuen Netzklasse sollen stochastische Petrinetze erstellt und simuliert werden kénnen.

Fiir die Simulation ist eine angepasste Variante der direkten Gillespie-Methode zu
entwerfen und zu implementieren. Die Ergebnisse der Simulation sollen in eine CSV-Datei
exportiert oder graphisch als Plot dargestellt werden koénnen.

Die Funktionsfihigkeit der programmierten Algorithmen soll, anhand ausgewahlter
biochemischer Beispielnetzwerke, nachgewiesen werden.
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Kapitel 1

Einleitung

Auf dem Gebiet der Systembiologie etabliert sich immer mehr die Einsicht in die Notwen-
digkeit einer stochastischen Betrachtungsweise von biochemischen Netzwerken mit relativ
kleinen Molekiilanzahlen.

Mit dem Formalismus der stochastischen Petrinetze kénnen die Erstellung und die
Verstéandlichkeit von stochastischen Modellen wesentlich verbessert werden. Diese spezielle
Petrinetzklasse dient dabei als Werkzeug zur Definition von stochastischen Prozessen,
welche die eigentliche Semantik eines stochastischen Netzwerkes darstellen.

In dieser Arbeit werden die Modellierungsméglichkeiten von stochastischen Petrinet-
zen, beziiglich biochemischer Reaktionsnetzwerke, untersucht, sowie das Softwarepaket
Snoopy um eine entsprechende Netzklasse erweitert.

Die Diplomarbeit besitzt den folgenden Aufbau. Im zweiten Kapitel werden wir zwei
spezielle Klassen von stochastischen Prozessen untersuchen. Als erstes wird dem Leser ei-
ne Einfithrung in die diskrete Variante der Markow-Ketten prasentiert. Aufbauend darauf
werden kontinuierlichen Markow-Ketten untersucht, welche die semantische Grundlage
der Basisklasse fiir stochastische Petrinetze bilden werden. Die Darstellung der mathema-
tischen Grundlagen wird sich an Wilkinson [32] anlehnen.

Ziel des 3. Kapitel ist es, die Verbindung zwischen biochemischen Netzwerkmodel-
len, stochastischen Prozessen und stochastischen Petrinetzen zu kniipfen. Ein essentieller
Punkt dieses Kapitels ist die Definition der Petrinetzklasse, die im Werkzeug Snoopy
verwendet wird.

Der Darstellung von Simulationsalgorithmen fiir stochastische Petrinetze werden wir
uns in Kapitel 4 widmen. Es sollen dort zwei typische Vertreter grundlegender Simulati-
onsansétze vorgestellt werden. Unter anderem wird eine angepasste Version der direkten
Gillespie-Methode prasentiert, welche im Werkzeug Snoopy implementiert wurde.

Kapitel 5 beinhaltet eine Beschreibung der Leistungsmerkmale, die der neu eingefiihrten
Netzklasse in Snoopy zu eigen sind.

Spezielle Beispielanwendungen aus dem Bereich der biochemischen Netzwerke stehen
im 6. Kapitel im Mittelpunkt. Wir werden unter anderem Steuerungsbausteine fiir den
Zu- und Abfluss von Stoffmengen, beziiglich geschlossener Netzwerke, konstruieren.

Abschlielend wollen wir in Kapitel 7 eine Zusammenfassung und einen Ausblick for-
mulieren.

Bei der Prasentation der betrachteten Sachverhalte werden grundlegende Kenntnisse
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der Wahrscheinlichkeitstheorie vorausgesetzt. Ebenfalls wird vom Leser erwartet, dass er
mit der Netzklasse der diskreten Petrinetze vertraut ist. Fiir das Ausgleichen eventueller
Defizite empfehlen wir jeweils [1] und [22].



Kapitel 2

Markow-Prozesse

2.1 Stochastische Prozesse

Unter einem stochastischen Prozess wird die mathematische Beschreibung eines zeitlich
geordneten zufilligen Vorganges verstanden. Man ist damit in der Lage, Aussagen iiber
den Zustand eines nicht-deterministischen Systems zu beliebigen Zeitpunkten zu treffen.
Insbesondere kénnen auch biochemische Systeme auf molekularer Ebene mit diesem fun-
dierten Konzept beschrieben werden.

Ziel ist es dabei stets, die biochemischen Systeme so zu modellieren, das anhand durch-
gefithrter Analysen am Modell, Riickschliisse auf die realen Netzwerke gezogen werden
koénnen.

Charakteristisch fiir stochastische biochemische Systeme ist der Umstand, dass der
Ausgang jedes Experimentes einen anderen messbaren Zeitverlauf der Stoffmengen auf-
zeigt. Alle theoretisch moglichen Verldufe bzw. Ausgéinge des Experimente kénnen in der
Menge der Elementarereignisse €2 zusammen gefasst werden. Sie symbolisiert direkt die
Ereignisse der realen Welt. In unserem Kontext wéren das alle moglichen Verhaltensweisen
eines vorliegenden biologischen Systems.

Um ein handhabbaren mathematischen Formalismus, in Form eines stochastischen
Prozesses, zu erhalten, muss von der Repréisentationsmenge der realen Ereignisse {2 ab-
strahiert werden. Dazu wird zunéchst eine eindeutige Beschreibung fiir den Zustand eines
biochemischen Systems bendtigt. Der durch uns favorisierte Ansatz benutzt fiir die Kodie-
rung des Zustandes, die momentane Anzahl der Molekiile aller beteiligten Stoffe. Daraus
folgt direkt, dass es sich bei der Menge aller moglichen Zusténde um einen diskreten und
abzéhlbaren Zustandsraum S handelt. Fiir ein wohldefiniertes und geschlossenes bioche-
misches System wird der Zustandsraum meist sehr grof, jedoch endlich sein. Dagegen
kann fiir ein offenes System im Allgemeinen ein unendlicher Zustandsraum vorausgesetzt
werden.

Die essentiellen Grundbausteine eines stochastischen Prozesses sind zeitlich geordne-
te Zufallsvariablen. Sie schlagen die Briicke von der Reprisentation der realen Experi-
mentverldufe (2 zum mathematisch modellierten Zustandsraum S. Fiir einen simulierten
Experimentverlauf im Modell nimmt jede Zufallsvariable x; : 2 — S einen Zustand
an, in dem sich das modellierte System zum Zeitpunkt ¢ befindet (Abb. (2.1)). Welche
Zusténde, zu welchen Zeitpunkten angenommen werden, ist zwar zufallsgesteuert, jedoch
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nicht willkiirlich. Die modellierte Struktur des Netzwerkes und die modellierten Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen der Zufallsvariablen beeinflussen entscheidend die mathemati-
sche Realisierung eines kiinstlichen Experimentes.

Die Beziehungen zwischen biochemischen Netzwerken und stochastischen Prozessen
sollen in den néchsten Kapiteln eingehend beleuchtet werden. Als Werkzeug fiir die For-
mulierung von stochastischen Prozessen werden wir im Laufe der Diplomarbeit den For-
malismus der stochastischen Petrinetze vorschlagen.

Einleitend fiir die Darstellung der theoretischen Grundlagen, geben wir eine Definition,
sowie eine Klassifikation fiir stochastische Prozesse an.

random variables state space
i e
X o’ o
Xy —— @ OO @
© O

e 1

particular
realisation

I i

system state

® bbbl

y time
Abbildung 2.1: Ein diskreter stochastischer Prozess.

Definition 2.1 (Stochastischer Prozess)

Angenommen (82, F,P) ist ein Wahrscheinlichkeitsraum. Des weiteren, sei die Menge
S C R der Zustandsraum des zu definierenden stochastischen Prozesses und die Menge
T € {Nog,R,} ein diskreter oder reeller Zeitindexr. Fin stochastischer Prozess ist dann
eine Familie von Zufallsvariablen

{xt : Q= S|teT}.

Alle Zufallsvariablen sind somit iiber (€2, F,P) definiert, werden mit einem diskre-
ten oder kontinuierlichen Zeitparameter ¢ € T indiziert und bilden in den gemeinsamen
Zustandsraum S ab.

Eine Klassifikation stochastischer Prozesse ldsst sich zum einen, aus der Art des Zeit-
verlaufes und zum anderen, aus der Struktur des Zustandsraumes ableiten. Fiir beide
orthogonalen Kriterien gibt es eine diskrete und eine kontinuierliche Ausprigung (Abb.
(2.2)).

In dieser Arbeit werden wir uns im wesentlichen auf zwei Variationen, der so ge-
nannten Markow-Prozesse, konzentrieren. Die erste Variante besitzt einen diskreten, die
zweite einen kontinuierlichen Zeitverlauf. Beiden gemeinsam ist der abzédhlbare diskrete
Zustandsraum. Die beiden Klassen werden deshalb oft auch als diskrete bzw. kontinuier-
liche Markow-Ketten bezeichnet.
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discrete time / continuous time /
discrete state space discrete state space

( Discrete-time Markov chain ) ( Continuous-time Markov chain )

discrete time / continuous time /
continuous state space continuous state space

Abbildung 2.2: Verschiedene Klassen von stochastischen Prozessen.

2.2 Diskrete Markow-Kette

Eine diskrete Markow-Kette wird vor allem durch die Markow-FEigenschaft charakteri-
siert. Diese besagt, dass die zukiinftige Entwicklung des modellierten Systems nur von
der Gegenwart abhédngt und nicht zusétzlich von der Vergangenheit. Befindet sich das
betrachtete System in einem Zustand s; € 9, ist es also fiir die Bestimmung der Wahr-
scheinlichkeiten fiir den weiteren Verlauf unerheblich, wie der Prozess in den Zustand s;
gelangt ist. Die Markow-Eigenschaft wird oft auch als Gedéchtnislosigkeit bezeichnet und
besitzt weitreichende Konsequenzen, auf die wir in spateren Abschnitten genauer eingehen
werden.

Definition 2.2 (Diskrete Markow-Kette)
Angenommen (2, F, P) ist ein Wahrscheinlichkeitsraum. Der Zustandsraum S ist abzihlbar
und die Menge T' C Ny spezifiziert einen Zeitindex. Die Menge von Zufallsvariablen

{xt : Q= S|teT}
st eine diskrete Markow-Kette, wenn die folgende diskrete Markow-FEigenschaft gilt

P(Xn+1:5|Xn:5n> ceey XOZSO):P(Xn+1:5|Xn:Sn) (2'1)
fiir alle n € Ng und s, s, 1, ...,8, €S mit P(Xn = Sn, ---, Xo = So0) > 0.

Es soll im weiteren Verlauf der Arbeit das Akronym DTMC fiir diskrete Markow-
Ketten benutzt werden, welches fiir die englische Bezeichnung discrete-time Markov chain
steht.

Eine DTMC ist eindeutig beschrieben, wenn alle gemeinsamen Wahrscheinlichkeits-
verteilungen, P (Xn = Sp, .-, X1 = S1, Xo = So) fir n € Ny und s,s0,51,...,8, € S,
berechnet werden kénnen. Dies ist im Allgemeinen nur schwer zu erreichen. Man behilft
sich deshalb, mit der Betrachtung von Zustandsiibergéingen. Eine zentrale Frage lautet:
Wie wahrscheinlich ist es, dass zum Zeitpunkt ¢, von einem Zustand s;, in einen Zustand
s; gewechselt wird ?

Die Markow-Eigenschaft vereinfacht die Behandlung dieser Frage erheblich, da sie von
der eigentlichen Vergangenheit abstrahiert. Sie gewihrleistet, dass alle Information fiir
den néchsten Zustandsiibergang im aktuellen Zustand enthalten sind. Dies fiihrt direkt
zur Einschritt-Ubergangswahrscheinlichkeit.
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2.2.1 Ubergangswahrscheinlichkeiten einer DTMC

Bevor die Definition der Einschritt- Ubergangswahrscheinlichkeit angegeben wird, soll der
Begriff der Zeithomogenitit im Zusammenhang mit diskreten Markow-Ketten spezifiziert
werden.

Definition 2.3 (Zeithomogenitiit)
FEine DTMC {x.;} wird als zeithomogen bezeichnet, wenn gilt

P(X(m—i—n—f—l) =S | X(m4n) = Sn) = P(X(n-i—l) =S | Xn = Sn) (22)
fiir alle m € Ny.

Dies bedeutet, dass man Ubergangswahrscheinlichkeiten unabhingig von diskreten
Zeitverschiebungen betrachten kann. Wir wollen im weiteren alle Betrachtungen fiir zeit-
homogene Markow-Ketten durchfiihren.

Definition 2.4 (Einschritt-Ubergangswahrscheinlichkeit einer DTMC)
Angenommen S ist der Zustandsraum einer DTMC {x,}. Die Wahrscheinlichkeiten

P (54,8y) =P (Xn+1 = Sy | Xn = 52), Sp, Sy €5 (2.3)

werden als die Einschritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten von {x,} definiert.

Alle Einschritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten koénnen in einer Matrix P zusammen
gefasst werden.

Definition 2.5 (Ubergangswahrscheinlichkeitsmatrix einer DTMC)
Angenommen S = {s1,...,s.} ist der diskrete Zustandsraum einer DTMC {x;}. Die
folgende quadratische Matriz wird als Ubergangswahrscheinlichkeitsmatriz von {x,} defi-
niert.
P(s1,81) ... P(s1,8)
P = : : , (2.4)
P(sp,s1) ... P(sy,s.)

Die Matrixz P ist eine stochastische Matrix.

Definition 2.6 (Stochastische Matrix)
FEine reelle (r x r)-Matriz wird als stochastisch bezeichnet, wenn alle Elemente nicht-
negativ sind und sich alle Zeilensummen zu eins ergeben.

Eine DTMC besitzt einen Graphen als einfache grafische Reprasentation. Im Graphen
stellen die Knoten die verschiedenen Zustédnde des Systems dar. Die Kanten werden mit
den jeweiligen Einschritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten beschriftet. Ist die Einschritt-
Ubergangswahrscheinlichkeit Null, wird die Kante weggelassen.
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state space

Abbildung 2.3: Die DTMC des Beispielnetzwerkes 1 als Graph.

Beispiel 1 (Netzwerk 1) Wir betrachten ein einfaches biochemisches Netzwerk, beste-
hend aus den drei Stoffen A, B und C. Wenn wir als Ausgangsanzahl der Molekiile die
Werte A = 2, B = 0 und C = 0 wdhlen, wollen wir sechs diskrete Zustinde anneh-
men, siehe Abbildung (2.3). So kann zum Beispiel der Startzustand kodiert werden als
s1 = (#A, #B, #C) = (2, 0, 0). Wir setzen die Ubergangswahrscheinlichkeitsmatriz
fiir unser Beispielnetzwerk folgendermaflen an:

08 02 0 0 0 0
0 06 01 0 03 0

P(s1,s ... P(sy,s
b (s1,50) - P s, s0) | o 0 0406 0 o
= : o | o 0 06 0 0 04
P (s¢;51) - P(s6,56) 0 03 0 07 0 0
0 0 0 0 01 09

Das Quantifizieren dieser Ubergangswahrscheinlichkeiten ist ein essentieller Teil fir
die Erstellung eines stochastischen Modelles. Es basiert meist auf dem aktuellen Verstind-
nisstand und wird fortlaufend angepasst.

Die FEintrage in der Matriz entsprechen den Kantengewichten des DTMC-Graphen
(Abb. (2.8)), da es sich jeweils um eine Einschritt-Ubergangswahrscheinlichkeit handelt.
So ist zum Beispiel die Wahrscheinlichkeit, dass das System im ndchsten diskreten Zeit-
schritt vom Zustand sy in den Zustand sg ibergeht: P (si,se) =0.2. Dies bedeutet, wenn
zwei Molekiile vom Stoff A vorhanden sind und keine Molekiile fir die Stoffe B und C
vorliegen, ist die Wahrscheinlichkeit, das ein Molekiil von A in ein Molekiil von B tibergeht
gleich 20%. Die numerische Angabe dieser Wahrscheinlichkeit befindet sich in der Ma-
triz an der Position (1, 2). Die Wahrscheinlichkeit fir den Verbleib im Zustand sy im
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ndchsten diskreten Zeitschritt betrigt P (s1,s1) =0.8 (Matrizposition (1,1)).

Mit der Ubergangswahrscheinlichkeitsmatriz P und einer gegebenen Startkonfiguration
ist das stochastische Verhalten des Systems vollstindig beschrieben. Wir sind damait in der
Lage Wahrscheinlichkeiten fiir konkrete Simulationsldufe zu berechnen.

Es wird hier beispielhaft die Wahrscheinlichkeit fiir einen Simulationsverlauf ermittelt,
der die Zustandsfolge

S§1 — 81 — S9g — S5 — S4 — Sg

besitzt. Daraus folgt, dass die Realisierungen der ersten sechs Zufallsvariablen des stocha-
stischen Prozesses durch

run, = (Xo =51, X1 = S1, X2 = 52, X3 = S5, X4 = S4, X5 = 56)-

bestimmt sind. Setzt man die modellierten Einschritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten an,
ergibt sich fir die Gesamtwahrscheinlichkeit

P (runy) = P(s1, s1)- P(s1, $2)- P (s2, s5) P (s5, s4)- P (54, S¢)
= 08-02-03-0.7-04
0.01344.

2.2.2 Stationire Zustandsverteilung

Eine der wichtigsten Fragestellungen bei der Betrachtung eines biochemischen Systems ist
die, nach dem Vorhandensein eines so genannten Fliefigleichgewichtes (Englisch: steady-
state). Das Flieigleichgewicht beschreibt den Umstand, dass fiir jeden beteiligten Stoff
die Verbrauchs- sowie die Produktionsmengen in den Reaktionen des Systems ungefdhr
gleich sind. Das System befindet sich demnach in einem stationdren Zustand. Dass heifit,
die Stoffmengen veréndern sich, von auflen betrachtet, nicht mehr. Die Stationaritit be-
zieht sich jedoch nur auf die Beobachtung der Stoffmengen, die Reaktionen finden weiter
fortlaufend statt. Fiir die Markow-Ketten entspricht der stationédre Zustand des Flief3ge-
wichtes einer stationdren Zustandsverteilung. Aufbauend auf unserer bisherigen Termino-
logie, wollen wir uns diesem Begriff schrittweise ndhern.

Zunéchst sollen die Wahrscheinlichkeiten P (x, = s;) fiir ein s; € S betrachtet werden.
Sie geben jeweils an, wie hoch die Wahrscheinlichkeit ist, dass sich das System nach n
Zeitschritten im Zustand s; befindet. Fiir diese speziellen Wahrscheinlichkeiten wird die
Notation 7 eingefiihrt. Erweitert man diese Notation zu einem Vektor, erhélt man die
Zustandsverteilung " nach n Zeitschritten.
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Definition 2.7 (Zustandsverteilung nach n Zeitschritten fiir eine DTMC)
Angenommen S = {s1, Sa, ..., 8.} ist der diskrete Zustandsraum einer DTMC {x;}. Wir
definieren

= (T T Mo ) = (P(Xn=51), P(xn=52), ..., P(Xn=25,)) (2.5)
als Zustandsverteilung nach n Zeitschritten.
Eine speziell ausgezeichnete Zustandsverteilung ist die Anfangszustandsverteilung.

Definition 2.8 (Anfangszustandsverteilung einer DTMC)

Angenommen S = {s1, S2, ..., .} ist der diskrete Zustandsraum einer DTMC {x;}.
Die Zustandsverteilung nach Null Zeitschritten
= (P(xo=+%1), P(xo=152), ..., P(xo=5)) (2.6)

wird Anfangszustandsverteilung genannt.

Mittels der Ubergangswahrscheinlichkeitsmatrix P konnen beliebige Zustandsvertei-
lungen, nach folgendem Berechnungsmuster, ermittelt werden.

7° wird vorgegeben

o = 7P

2 = a7t P=x".P.-P=7n". P?

™ = V. p=x0.P" (2.7)

Wie bereits einleitend erwéhnt, ist eines der Kernprobleme bei der Behandlung von
DTMC s, die Berechnung der stationdren Zustandsverteilung. Die Beantwortung der vor-
angestellten Frage, ob iiberhaupt eine stationére Zustandsverteilung existiert, hangt im
wesentlichen von der Struktur des Zustandsraumes ab. Fiir eine genauere Betrachtung
der Existenzfrage wird auf [2] verwiesen.

Definition 2.9 (Stationire Zustandsverteilung einer DTMC)
Eine Zustandsverteilung m wird als stationdre Zustandsverteilung bezeichnet, wenn fir die
Ubergangswahrscheinlichkeitsmatriz P gilt

T=m-P. (2.8)

Die Bedeutung dieser Definition léasst sich anhand der folgenden Implikation erkennen.
Dafiir setzen wir en Implikation erkennen. Dafiir setzen wir 7 := 7™ als stationire
Zustandsverteilung fiir ein beliebiges n an.

) =7 P=g.P=1x = ) =1 VE>0. (2.9)

Sobald also nach n Zeitschritten eine stationdre Zustandsverteilung erreicht ist, ver-
andert sich die Zustandsverteilung, fiir beliebig viele weitere Zeitschritte, nicht mehr. Wir
kénnen daraus ableiten, dass wenn man das System nach einer gewissen Einschwungsphase
zu einem willkiirlichen Zeitpunkt betrachtet, ist die Wahrscheinlichkeit, dass es sich in
einem Zustand s; € S befindet immer gleich.

Nach der Definition der Identitdtsmatriz, soll auf die Berechnung der stationéren Zu-
standsverteilung eingegangen werden.
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Definition 2.10 (Identitdtsmatrix I)
FEine reelle (r x r)-Matriz I wird als Identititsmatriz bezeichnet, wenn ihre Diagonalele-
mente alle eins und die restlichen Matrizelemente Null sind.

Es gilt

T=nm-P & n7—7-P=0
< 7(I-P)=0.

Wir folgern, dass die gesuchte Verteilung, mittels des linearen Gleichungssystems

T(I-P)=0, wobei iﬂ' (s;) =1, (2.10)

i=1

ermittelt werden kann.

Beispiel 2 (Netzwerk 1) Wir setzen das eingefiihrte Beispielnetzwerk 1 fort und be-
rechnen beispielhaft verschiedene Zustandsverteilungen, sowie eine angendherte stationdre
Verteilung.

™ = (P(xo=51), P(xo=52), .-, P(x0o= 56))
= (1.0, 0, 0, 0, 0, 0)

Da der Zustand s, der ausgezeichnete Startzustand des Netzwerkes ist, haben wir 100%
Wahrscheinlichkeit, dass sich das System nach Null Zeitschritten im Zustand s; befindet.
Im allgemeinen Fall kann eine willkiirliche Zustandsverteilung fiir ™ vereinbart werden.

08 02 0 0 0 O
06 01 0 03 O
0 04 06 0 O
0 06 0 O 04
03 0 07 0 O
0 0 0 01 09

= 7°.P=(10,0,0, 0, 0, 0)-

o O o oo

— (0.8, 0.2, 0, 0, 0, 0)

Das Ergebnis der Berechnung ist bereits bekannt. Es korrespondiert mit der Finschritt-
Ubergangswahrscheinlichkeit fiir den Zustand sy als Ausgangszustand. Des weiteren gilt

2 = 7. P

(0.8, 0.2, 0, 0, 0, 0)- P
(0.64, 0.28, 0.02, 0.06, 0, 0).

Wir erkennen an dieser Verteilung, dass sich unser System nach 2 Zeitschritten mit
der Wahrscheinlichkeit von 64% noch in Zustand s, befindet. Mit der Wahrscheinlichkeit
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von 28% wird es nach sy, mit der Wahrscheinlichkeit von 2% wird es nach ss oder mit
der Wahrscheinlichkeit von 6% nach s4 wechseln.

Um die stationdre Verteilung m zu erhalten, missen wir das folgende lineare Glei-
chungssystem losen.

0.2-ms; + —0.2 - ms, = 0
0.4-ms,+ —0.1-7sg + —0.3-7s5 = 0

0.6 - ms5+ —0.6 - s, = 0

—0.6 - w53+ 1-msy + —04-msg = 0

—0.3 - sy + —0.7-ms, + 1.7y = 0

—0.1- 755+ 0.1 -7sq = 0

sy + Tsg+ Tsg+ Tsy+ Tss+ Tsg = 1

Das lineare Gleichungssystem (2.10) liefert keine exakte Losung. Dies bedeutet, dass nach
beliebig vielen Zeitschritten immer noch winzig kleine Verdnderungen in den Zustandsver-
teilungen auftreten kénnen. Wir werden versuchen eine angenéherte stationére Verteilung,
mittels einer relativ hohen Anzahl an Zeitschritten, zu berechnen.

1,0, 0, 0, 0, 0)

0.8, 0.2, 0, 0, 0, 0)

0.107, 0.166, 0.198, 0.174, 0.080, 0.275)
0.203- 1079, 0.056, 0.153, 0.144, 0.074, 0.574)

= (
7 =70.p = (
~ (
~ (
710 = 70. P ~ (0.123-107%, 0.056, 0.153, 0.144, 0.074, 0.574)
~ (0,
~ (
~ (0,

71_10 —7'('0 PlO
100 0 PlOO

7109 = 0. p@aoh 0, 0.056, 0.153, 0.144, 0.074, 0.574)
0, 0.056, 0.153, 0.144, 0.074, 0.574)
0, 0.056, 0.153, 0.144, 0.074, 0.574)

7T(105) _ .0 P(105)

=T

Evaluiert man die angendherte Losung m ~ (0, 0.056, 0.153, 0.144, 0.074, 0.574),
kann gefolgert werden, dass sich das System im Zustand s; mit einer Wahrscheinlichkeit
von 0%, im Zustand s, mit der Wahrscheinlichkeit von 0.056%, usw. befindet, sobald eine
angendherte stationédre Zustandsverteilung erreicht ist.

Vergleichen wir die berechneten Werte mit dem Aufbau des Zustandsraumes (Abb.
(2.3)), lassen sich direkte Korrelationen erkennen:

e Der Zustand s; besitzt keine eingehenden Kanten. Daraus kann geschlossen wer-
den, sobald das System den Zustand s; erstmals verldsst, ist es ihm nicht mehr
moglich s; erneut zu erreichen. Damit konvergiert die Aufenthaltswahrscheinlichkeit
fiir Zustand s; gegen Null, sobald eine entsprechend grofie Anzahl an Zeitschritten
absolviert wurde.

e Die Zustéinde so, s3, S4, S5 und sg befinden sich in derselben terminalen stark zusam-
menhéngenden Komponente des Zustandsgraphen. Dies bedeutet, zwischen jeweils
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zwei beliebigen Knoten dieser Menge existiert ein gerichteter Pfad [26]. Befindet sich
das System erst einmal in dieser terminalen Komponente, sind die Wahrscheinlich-
keiten, dass sich das System in einem dieser Zustinde aufhélt stets grofler Null, da
alle Zustande der Komponente immer wieder besucht werden koénnen.

e Befindet sich das System im Zustand sg, ist die Wahrscheinlichkeit im néchsten
Zeitschritte in sg zu verharren 90%. Es verwundert also nicht, das die Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit fiir Zustand sg am grofiten ist.

2.3 Kontinuierliche Markow-Kette

Im vorherigen Abschnitt wurden Markow-Ketten mit diskretem Zeitverlauf untersucht.
Die fiir uns interessanten biochemischen Prozesse laufen jedoch in einem kontinuierlichen
Zeitkontext ab. Deshalb wird in diesem Abschnitt eine theoretische Aufarbeitung der
kontinuterlichen Markow-Ketten prasentiert.

Definition 2.11 (Kontinuierliche Markow-Kette)
Angenommen (2, F, P) ist ein Wahrscheinlichkeitsraum. Der Zustandsraum S ist abzihlbar
und die Menge T' C Ry spezifiziert einen Zeitindex. Die Familie von Zufallsvariablen

{xt : Q= S|teT}

ist eine kontinuierliche Markow-Kette, falls die folgende kontinuierliche Variante der
Markow-Eigenschaft gilt.

P <Xt(n+1) =S | th = Sn’ . '7Xt0 - SO) - P <Xt(n+1) =S | th = S”) (210)

fir allen € N, tg,11) > t, > ... > to, alle Folgen {to, ty,... ,t(n+1)} und alle
S, Sns S(n—1)s - - -850 €S mit P (Xt, = Sns-- -5 Xto = S0) > 0.

Auch fiir kontinuierliche Markow-Ketten, soll eine abkiirzende Schreibweise eingefiihrt
werden. Wir wollen das Akronym CTMC benutzen, welches fiir die englische Bezeichnung
continuous-time Markov chain steht.

Die kontinuierliche Markow-Eigenschaft driickt abermals die Idee aus, dass das zu-
kiinftige Verhalten nur vom aktuellen Zustand abhingt und nicht zusétzlich von der Ver-
gangenheit.

In den néchsten Unterabschnitten sollen fiir CTMCs dieselben Eigenschaften und Cha-
rakteristika abgeleitet werden, die bereits fiir DTMCs vorgestellt wurden. Die Tabelle (2.1)
stellt die verschiedenen Eigenschaften gegeniiber.

2.3.1 Ubergangswahrscheinlichkeiten einer CTMC

Wenn sich der zu untersuchende Prozess im Zeitpunkt w in einem Zustand s; befindet,
kann die Wahrscheinlichkeit fiir einen Zustandsiibergang, innerhalb des néchsten Zeitin-
tervalles i, mithilfe der Zeitintervall-Ubergangswahrscheinlichkeit beschrieben werden.
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Definition 2.12 (Zeitintervall-Ubergangswahrscheinlichkeit einer CTMC)
Angenommen S = {s1,S2,...,5.} ist der Zustandsraum einer CTMC {x;}. Die Wahr-
scheinlichkeit

P (s, s5,w,ti) == P (Xt(wm) =5 | Xtw = sl-) , si,8; €S (2.11)

ist als die Zeitintervall-Ubergangswahrscheinlichkeit fir das Zeitintervall ti definiert. Ist
diese Wahrscheinlichkeit unabhdngig vom Zeitpunkt w, wird der Prozess als zeithomogen
angesehen und man kann in diesem Fall die Zeitintervall-Ubergangswahrscheinlichkeit in
der vereinfachten Form P (s;, s;,ti) angeben.

Es wird im weiteren von zeithomogenen CTMCs ausgegangen. Abermals werden die
einzelnen Ubergangswahrscheinlichkeiten in einer entsprechenden Matrix zusammen ge-
fasst.

Definition 2.13 (Zeitintervall-Ubergangsmatrix)

Angenommen S = {s1, 82, ..., 5.} ist der Zustandsraum einer CTMC {x.;}. Die folgende
Matriz aus einzelnen Zeitintervall-Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir ein Zeitintervall ti
wird als Zeitintervall-Ubergangsmatriz fir das Zeitintervall ti bezeichnet.

P (sy1,81,t) ... P(s1,s,ti)
Py = : - : (2.12)
P (sy,s1,ti) ... P(sy,sp,t7)

Die Matriz Py; ist eine stochastische Matriz. Die Matriz Pq fiir das Zeitintervall Null
wird auf die Identitdtsmatriz 1 gesetzt.

Wir besitzen nun ein kontinuierliches Aquivalent zur diskreten Ubergangsmatrix P.
Jedoch ist es nahezu unmoglich die Menge aller Zeitintervall-Ubergangsmatrizen handzu-
haben. Es wire demnach dienlich eine Art Generatormatrix fiir die automatische Berech-
nung der Zeitintervallmatrizen zu besitzen.

In der néchsten Definition werden wir die Ubergangsratenmatriz Q spezifizieren, die
genau diese Generatoreigenschaft mitbringt.

Definition 2.14 (ﬂbergangsratenmatrix einer CTMCQ)
Angenommen Py ist die Zeitintervall-Ubergangsmatriz fir das Zeitintervall ti einer CTMC
{x:}. Die Matriz

d
Q = %Ptihizo (2.13)
. Paui—Po
= A A 240
. Pag—1
= dm A (2.15)

wird als Ubergangsratenmatriz einer CTMC' definiert.
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Es soll darauf hingewiesen werden, dass die Ubergangsratenmatrix Q keine stocha-
stische Matrix ist, wie die vorher eingefithrten Matrizen P und Py;. A priori geben
die Elemente der Ubergangsratenmatrix Q zunichst lediglich Quantititen fiir die Zu-
standswechsel an. Wir werden eine erste Interpretation nach der Definition der infini-
tesimalen Ubergangsmatriz kennen lernen. Diese theoretische Hilfsgrofle beinhaltet die
Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir ein unendlich kleines Zeitintervall dti.

Definition 2.15 (Inﬁnifc_esimale Ubergangsmatrix einer CTMC)
Angenommen Q ist die Ubergangsratenmatrixz einer CTMC {x;}. Die Matriz

Pdti = 1 + Q - dti (216)

ist die infinitesimale Ubergangsmatriz einer CTMC. Die Matriz Pag; ist eine stochastische
Matriz.

Aufgrund der Eigenschaften von stochastischen Matrizen (Def. (2.6)) und dem Zu-
sammenhang zwischen Q und Pgqg; (Def. (2.15)) ergeben sich folgende Nebenbedingungen
fiir das Aufstellen der Ubergangsratenmatrix Q:

e die Nicht-Diagonalelemente von P4t und Q miissen gleich sein,
e die Diagonalelemente von Q diirfen nicht positiv sein und
e die Zeilen von Q summieren sich zu Null.

Daraus folgt direkt, dass sich jedes Diagonalelement als negierte Summe der Nicht-
Diagonalelemente derselben Zeile ergibt.

r

qlii = (=1- Y qfi,j]) (2.17)

(7=1,5#1)

Wenn wir die Matrixelemente der Ubergangsratenmatrix Q, beziiglich der Definition
(2.15) einzeln ausschreiben, erhalten wir die beiden Gleichungen

.. . P ii, ' .. .
qli,jl = Altlirgo %, fur iy, (2.18)
il = 1 P2l =1 (2.19)

Ati0 At

Eine erste intuitive Interpretation fiir die Matrixelemente von Q, welche auf der Glei-
chung (2.16) basiert, kann wie folgt formuliert werden. Befindet sich das betrachtete Sy-
stem im Zustand s;, ist die angenéherte Wahrscheinlichkeit, dass ein Zustandsiibergang,
innerhalb des néchsten Zeitintervalles Ati zu einem Zustand s;, statt findet gleich (¢4, j] -
Ati) ist. Dementsprechend quantifiziert (—qli, i]- Ati) die angendherte Wahrscheinlichkeit,
dass das System den momentanen Zustand s;, innerhalb des Zeitintervalles Ati, verldsst.
Fiir kleine Zeitintervalle Ati konnen wir diese Interpretation aus der Approximation
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ableiten. Im néchsten Unterabschnitt wird eine weitere Eigenschaft eines Matrixelementes
von Q vorgestellt.

Neben der Approximation (2.21) liefert uns die Hilfsgroe der infinitesimalen Uber-
gangsmatrix Pgs; eine Methode zur direkten Berechnung von Py;. Dafiir betrachten wir
die Ableitung von Py; fiir ein willkiirliches Zeitintervall ¢i.

iP o P (tirati) — Pt
dti- " dti
_ (Pyi-Pay) — Py
dti (2.22)
Pay — I
——di 7 p
dti ’
=Q- Py
Folglich ist P¢; eine Losung der Differentialgleichung
d P;=Q-P (2.23)
dt’l ti — ti .

mit dem Anfangswert Pg = I. Diese Gleichung hat die Losung

Pii = exp{Q - Py}, (2.24)

wobei exp {-} der Matrizenexponentialfunktion entspricht [32].

2.3.2 Aufenthaltsdauer und Wartezeit

Bis jetzt wurden vornehmlich Wahrscheinlichkeiten fiir Zustandsiibergénge zu diskreten
Zeitpunkten oder innerhalb kontinuierlicher Zeitintervalle diskutiert. Der Betrachtungs-
gegenstand soll nun gedndert werden. Wir wollen uns weg von Wahrscheinlichkeiten fiir
Zustandswechsel, hin zu Zeitabstédnden zwischen den Zustandsiibergéngen, bewegen. Wir
werden bei diesem Vorgehen die Begriffe der Aufenthaltsdauer in einem Zustand und der
Wartezeit, bis ein bestimmter Zustandswechsel auftritt, entwickeln.

Zwei wichtige Implikationen der Markow-Eigenschaft, die jeweils in einer diskreten
und einer kontinuierlichen Auspriagung (Def. (2.2) und (2.11)) eingefiihrt wurden, kénnen
wie folgt fest gehalten werden.

e Die erwartete Aufenthaltsdauer in einem Zustand s;, bis ein beliebiger Zustands-
wechsel eintritt, und

e die Wartezeit, welche verstreicht bis ein Zustandswechsel zwischen zwei bestimmten
Zustdanden s; und s;, statt findet,

sind exponentiell verteilt [2]. Die Exponentialverteilung ist die einzige Wahrscheinlichkeits-
verteilung, welche die Bedingung der Gedéchtnislosigkeit fiir die kontinuierliche Markow-
Eigenschaft erfiillt.

Die folgenden beiden Definitionen benutzen die Elemente ¢[i, i) und g[i, j] der Ubergangs-
ratenmatrix Q, die in der Gleichung (2.19) explizit formuliert wurden.
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Definition 2.16 (Aufenthaltsdauer in einem Zustand einer CTMC)
Angenommen S = {s1, So, ..., S, } ist der Zustandsraum und Q ist die Ubergangsratenmatriz
einer CTMC {x;}. Die Aufenthaltsdauer in einem Zustand s; € S bis ein beliebiger Zu-
standswechsel auftritt, ist eine exponentiell verteilte Zufallsvariable SJ,. Die Dichtefunk-
tion der Zufallsvariable SJs, ist gegeben durch

fsu., (ti) = —qli,d] - @I g > 0, (2.25)

Folglich kann die mittlere Aufenthaltsdauer in einem Zustand s; € S, mit dem Erwar-
tungswert E[SJ,,| = —ﬁ der Zufallsvariable S.J;,, bestimmt werden.

Die Wartezeit fiir einen Zustandswechsel, zwischen einem bestimmten Paar von Zusténden,
wird ebenfalls auf der Grundlage der Matrixelemente von Q definiert.

Definition 2.17 (Wartezeit bis ein bestimmter Zustandswechsel auftritt)
Angenommen S = {s1, sa, ..., S, } ist der Zustandsraum und Q ist die Ubergangsratenmatriz
einer CTMC {x.}. Die Wartezeit bis ein Zustandswechsel zwischen den Zustinden s; und
s; auftritt, ist eine exponentiell verteilte Zufallsvariable E'T(, s.y. Die Dichtefunktion der
Zufallsvariable E'T(, s,y ist gegeben durch
fer,., (ti) = qfi,j] - Dt > 0. (2.26)

Abermals kann ein Erwartungswert E[ET, )] = ﬁ berechnet werden. In diesem
Fall erhalten wir die mittlere Zeit bis das System, ausgehend von Zustand s;, in den
Zustand s; wechselt. Demnach driickt ¢[s, j] die Ubergangsrate aus, wie oft dieser Zu-
standsiibergang durchschnittlich in einer Zeiteinheit vollzogen wird.

Es soll betont werden, dass es sich bei den betrachteten Zeitintervallen um echte
Wartezeiten handelt. Der eigentliche Zustandswechsel wird als zeitlos betrachtet.

Zusammenfassend kann fest gehalten werden, dass das Aufstellen der Ubergangsraten-
matrix Q geniigt, um das gesamte dynamische Verhalten einer CTMC zu bestimmen.
Die Elemente der Matrix Q werden dabei als Ubergangsraten fiir Zustandsiibergéinge
charakterisiert.

Die Diagonalelemente g¢[i, 1] von Q kénnen dabei aus den bereits modellierten Ubergangs-
raten derselben Zeile abgeleitet werden, siehe Gleichung (2.17).

Um den gesamten stochastischen Prozess eindeutig bestimmen zu kénnen, benétigten
wir zusétzlich eine Anfangskonfiguration des Systems, in Form einer Anfangszustandsver-
teilung.

Beispiel 3 (Netzwerk 2) Wir werden das Beispielnetzwerk aus dem vorherigen Kapitel
als kontinuierliche Variante untersuchen. Im Gegensatz zum vorangegangen Ansatz mo-
dellieren wir hier nicht mit Ubergangswahrscheinlichkeiten, sondern mit Ubergangsraten.
Der diskrete Zustandsraum verdndert sich nicht und ist abermals S = {s1,...,s¢}. Ange-
nommen wir spezifizieren die Ubergangsratenmatriz Q als
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~120 120 0 0 0 0
0 —18 115 0 070 0
- 0 0 —260 260 0 0

Q= 0 0 260 —500 0 240
0 070 0 170 —240 0

0 0 0 0 111 -—1I1

So ist zum Beispiel die Ubergangsrate von Zustand s, in Zustand sy 1.20. Dies bedeutet,
dass durchschnittlich 1.20 Zustandswechsel in einer Zeiteinheit auftreten. Oder anders
ausgedriickt, es vergehen durchschnittlich % Zeiteinheiten bis das System, ausgehend von
Zustand sy, den Zustand sy einnimmt. Wie im diskreten Fuall, ist das Bestimmen dieser
Quantitdten einer der zentralen Modellierungsschritte.

Mithilfe der soeben aufgestellten Matriz Q berechnen wir die zwei Zeitintervall-Ubergangs-
matrizen Pgos und Pg15. Wir nutzen dazu die Approximation (2.21), wobei Ati jeweils
0.05 und 0.15 sind.

0.940 0.060 0 0 0 0
0 0907 0058 0 0035 0
0 0 0870 0.130 0 0
Poos ~1+Q-0.05 ~ 0 0 0.130 0750 0  0.120
0 003 0 008 0.8 0
0 0 0 0  0.055 0.945
0.820 0.180 0 0 0 0
0 0722 0173 0 0105 0
0 0 0610 039 0 0
Pois ~1+Q-0.15 ~ 0 0 0.390 0250 0 0.360
0 0105 0 0255 0.640 0
0 0 0 0 0.167 0.833

Abschlieffend greifen wir den bereits aus dem diskreten Beispiel bekannten Simulations-
lauf runy auf und berechnen dessen Wahrscheinlichkeit unter der vereinfachten Annahme,
dass ein Zustandswechsel nur aller 0.05 oder 0.15 Zeitschritte erfolgt.

51%31%32%55%34%536
run} = (X(0,0.05] = 51, X(0.05,1] = S1, X(0.1,0.25] = S2, X(0.25,0.4] = S5,
X(0.4,0.45] = 545 X(0.45,00) — 86)
P (run}) =~ P(s1, si, 0.05)- P (sy, s3, 0.05)- P (s, s5, 0.15)-
P (s5, s4, 0.15)- P (s4, sg, 0.05)
~ 0.940 - 0.060 - 0.105 - 0.255 - 0.120
~ 0.00018
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[DTMC | [ CTMC | |
Einschritt-Ubergangs- | P(ss, s,) | Zeitintervall-Ubergangs- P(sz,8y,11)
wahrscheinlichkeit wahrscheinlichkeit
Ubergangsmatrix P Zeitintervall-Ubergangsmatrix, | Py,

Infinitesimale Ubergangsmatrix, Pati,
Ubergangsratenmatrix Q
Stationdre Verteilung | 7 Stationére Verteilung T

Tabelle 2.1: Beziehungen zwischen DTMCs und CTMCs.

2.3.3 Stationire Zustandsverteilung

Die infinitesimale Ubergangsmatrix Pg¢; bietet uns ebenfalls die Moglichkeit eine stati-
ondre Zustandsverteilung fiir die kontinuierliche Variante der Markow-Ketten zu definie-
ren.

Definition 2.18 (Stationire Zustandsverteilung einer CTMC)
Angenommen Pgay; ist die infinitesimale Ubergangsmatriz einer CTMC {x;}. Eine Zu-
standsverteilung m wird als stationdre Zustandsverteilung einer CTMC' bezeichnet, wenn
gilt

T =1 Pas. (2.27)

Wie bereits fiir den diskreten Fall sind wir damit in der Lage ein lineares Gleichungs-
system abzuleiten, aus welchem die stationdre Zustandsverteilung m berechnet werden
kann, falls diese existiert.

- Pag =7
= 1-I+Q-dti) =n
= T+ m-Q
= 7 Q =0

Hierbei wird Q - dt: durch Q ersetzt, da das winzig kleine Zeitanteil dti vernachléassigt
werden kann. Zusammenfassend erhalten wir schlieflich

- Q=0, wobei Zﬂ' (s;) = 1. (2.28)

=1

Beispiel 4 (Netzwerk 2) Auch fiir die kontinuierliche Variante unseres Beispielnetz-
werkes besitzt das Gleichungssystem (2.28) keine eindeutige Losung. Daraus kann man
abermals schlieffen, dass es nach beliebig langen Zeitintervallen, noch zu Verdnderungen
in den Zustandsverteilungen kommt. Wir werden jedoch dieselbe Approximationstechnik
anwenden, die bereits im diskreten Fuall eine verwertbare angendherte Liosung ermittelt
hat. Wir substituieren hierbei die infinitesimale Ubergangsmatriz Pay; durch die bereits
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berechnete Zeitintervall-Ubergangsmatriz Po.os und wenden anschliefend die Gleichung
7" =70 PR an, welche die kontinuierliche Version der Gleichung (2.7) ist.

7T0

= (1, 0, 0, 0, 0, 0)
7 ~7'-Poos = (0.940, 0.060, 0, 0, 0, 0)
0~ 70 PO~ (0.205-1072 0.074, 0.203, 0.170, 0.188, 0.363)
710~ 70 PO~ (0, 0.072, 0.201, 0.170, 0.194, 0.366)
7109~ 70 PO~ (0, 0.072, 0.201, 0.170, 0.194, 0.366)
~ (

=7 0, 0.072, 0.201, 0.170, 0.194, 0.366)

Die Wahrscheinlichkeitsmasse fliefst von Zustand sy zur Zustandsmenge {sa, ..., S}
Der Zustand sg besitzt die grofite Aufenthaltswahrscheinlichkeit. Die letztere Beobachtung
wird durch den Vergleich der FEingangs- und Ausgangsraten aller Zustinde der stark zu-
sammenhdngenden Komponente {sq,...,s¢} bestitigt. Der Zustand sg besitzt, mit dem
Wert 1.29, die grofite Differenz und damit den hochsten Netto-Zufluss.
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Kapitel 3

Stochastische Petrinetze

3.1 Kontinuierliche Massenwirkungskinetik

Bevor im anschlieBenden Abschnitt die stochastische Massenwirkungskinetik vorgestellt
wird, wollen wir eine kurze Einfiihrung in ihr deterministisches Gegenstiick geben. Die
deterministische Massenwirkungskinetik stellt einen weit verbreiteten klassischen Ansatz
zur Modellierung und Simulation von biochemischen Netzwerken dar.

Netzwerke, die mittels der deterministischen Massenwirkungskinetik modelliert wer-
den, benutzen eine kontinuierliche Konzentration, gemessen in Mol, fiir die Angabe der
einzelnen aktuellen Stoffmengen. Die Teilchenanzahl pro Mol, die mit der so genannten
Avogadro-Konstante ausgedriickt wird, betriigt ungefihr 6.022 - 10%3. Eine Konzentration
des Stoffes A von [A] = 0.2341 wiirde demnach circa 1.410 - 10?® Teilchen entsprechen [7].

Die Geschwindigkeit, mit der Stoffe in den deterministischen Massenwirkungsreaktio-
nen umgesetzt werden, ist direkt proportional zu den momentanen Stoffkonzentrationen
und den stochiometrischen Koeffizienten der Reaktionen. Diese Gesetzméfigkeit ist der
zentrale Grundsatz der deterministischen Massenwirkungskinetik.

Jede deterministische Massenwirkungsreaktion kann demnach durch einen festen Pro-
portionalitatsfaktor charakterisiert werden. Diese feste Kennzahl wird als deterministische
Reaktionskonstante k; definiert. Sie ist nicht mit der gegenwirtigen Transformationsrate
v; zu verwechseln, welche sich in einem laufenden Reaktionsvorgang stidndig veréndern
kann.

Wir werden im folgenden diese Konzepte und deren Beziehungen definieren und un-
tersuchen.

Definition 3.1 (Elementare deterministische Massenwirkungsreaktion)

Es wird ein biochemisches Netzwerk betrachtet, an dem u Stoffe beteiligt sind. Es besteht
msgesamt aus w unidirektionalen elementaren deterministische Massenwirkungsreaktio-
nen. Eine einzelne elementare Reaktion kann dann beschrieben werden als:

U k. U .
1=1 1=1

wobei A; der i-te beteiligte Stoff des Netzwerkes und R; die j-te elementare Reaktion ist.
Die Faktoren l(; jy und v jy sind die stéchiometrischen Koeffizienten der Reaktion R;. Die
Konstante k; ist die deterministische Reaktionskonstante fiir R;.

21
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Beispiel 5 (Netzwerk 3) Wir betrachten ein biochemisches Netzwerk, welches die Stof-
fe A, B,C und D umfasst. Diese sind an den determintchen Massenwirkungsreaktionen
Ry, ..., Ry beteiligt.

R, : 24+ B C (3.2)
Ry : B D (3.3)
Ry D B (3.4)
Ry : C +3D 24 24 (3.5)

Wir wollen darauf hinweisen, das die Reaktionen Ry und R3 auch durch eine einzelne
reversible Reaktion modelliert werden kinnten. Da wir jedoch aus formalen Grinden alle
Reaktionen als elementar eingefiihrt haben, werden diese getrennt aufgefiihrt.

Zur Bestimmung der aktuellen Transformationsrate v; einer Reaktion R; miissen wir
das deterministische Massenwirkungsgesetz anwenden.

Definition 3.2 (Transformationsrate einer det. Massenwirkungsreaktion)
Die momentane Transformationsrate v; : [A;]* — R einer deterministischen Massenwir-
kungsreaktion R; ist

0i(([A, - [AD) = ks (AT (3.6)

Beispiel 6 (Netzwerk 3) Wir leiten die aktuellen Transformationsraten fiir unser Bei-
spielnetzwerk ab.

vi(([A], -, [D]) = ki - [A)* - [B]
va([A], -, [D])) = ks - [B]
vs(([A],-.- [D])) = ks - [D]
v(([A]; ... [D]) = ka - [C] - [DP?

Da wir mit elementaren Reaktionen arbeiten, muss einer der Faktoren [(; j oder r j)
immer Null sein. Dies bedeutet, dass ein Stoff in einer elementaren Reaktion entweder
Reaktant oder Produkt ist.

Wir sind nun in der Lage ein System von gewohnlichen Differentialgleichungen (DGL)
aufzustellen, dass das kontinuierliche Anderungsverhalten der Stoffkonzentrationen auf-
zeigt.

Definition 3.3 (DGL-System fiir det. Massenwirkungsreaktionen)
Angenommen wird ein biochemisches Netzwerk mit deterministischer Massenwirkungski-
netik. Es enthdlt uw Stoffe und w elementare Reaktionen. Das System von DGL, welches
das Anderungsverhalten der einzelnen Stoffmengen beschreibt, kann wie folgt aufgestellt
werden:

CIA)= Y len —rea) w((A A, i=1w @)

J=1
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Beispiel 7 (Netzwerk 3) Die Differentialgleichungen des Beispielnetzwerkes 3 sind

%[A] = —2'?}1 +2 Vg,
d

a[B] = U1 — V2 —f-Ug,

d

%[C] = V1 — V4,

Eingesetzt ergibt das

3.2 Stochastische Massenwirkungskinetik

Es gibt eine Vielzahl von intra-zelluldren Prozessen, die auf Basis einer sehr kleinen An-
zahl von Molekiilen ablaufen. Gillespie zeigt in [14], dass der deterministische Modellie-
rungsansatz nicht in der Lage ist, die eigentliche Natur dieser biochemischen Netzwerke
hinreichend gut darzustellen.

Um die Wechselwirkungen, zwischen deterministischen und stochastischen Modellie-
rungskonzepten, besser aufzeigen zu koénnen, wollen wir drei Modellierungsebenen be-
trachten:

(i) Verhalten eines einzelnen Molekiils
(ii) Verhalten eines Systems mit wenigen Molekiilen pro Stoff

(iii) Verhalten eines Systems mit sehr vielen Molekiilen pro Stoff

Wir werden sehen, dass eine abwechselnde Approximation zwischen den Ebenen statt
findet. So werden deterministische Konzepte durch stochastische vereinfacht und umge-
kehrt.

Betrachtet man ein einzelnes Molekiil, lasst sich deren Bewegung in einem Modell
deterministisch, mittels den Gesetzméfligkeiten der klassischen Mechanik, vorhersagen.
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Aufgrund des hohen Berechnungsaufwandes, der notwendig wére um das deterministi-
sche Verhalten jedes Molekiils zu ermitteln, ist man zu einer stochastischen Modellierung
iibergegangen.

So wird das erwartete charakteristische Verhalten eines einzelnen Molekiiles, mithilfe
von stochastischen Prozessen beschrieben. Das tatséchlich beobachtbare Verhalten eines
Molekiils variiert dabei, in wohldefinierter Form, um den spezifizierten Erwartungswert.
So wird zum Beispiel, zur Modellierung der Brownschen Molekularbewegung, der Wiener-
Prozess [27] benutzt.

Die logische Erweiterung dieses Ansatzes ist die Modellierung ganzer Reaktionssysteme
auf Basis stochastischer Prozesse. Als weit verbreitetes Beispiel haben wir bereits die
kontinuierlichen Markow-Ketten kennen gelernt. Fiir sehr grofle Molekiilanzahlen ist die
Simulation der stochastischen Prozesse nicht mehr effizient durchfiihrbar, siehe Abschnitt
(4.2).

Gliicklicherweise kann als Ausweg ein Approximationsansatz angewendet werden, den
uns die Wahrscheinlichkeitstheorie bereit stellt. Bei entsprechender Interpretation des
Gesetzes der groffen Zahlen [5], ndhert sich das auftretende mittlere Verhalten einer sehr
groflen homogenen Population, dem erwarteten Verhalten eines einzelnen Individuums
an. Dies bedeutet in unserem Kontext, dass im Gesamtverhalten einer sehr grofien Menge
von gleichartigen Molekiilen, die stochastischen Abweichungen eines einzelnes Molekiils
vernachléssigbar sind.

Die Konsequenz dieser Approximation ist der deterministische Modellierungsansatz,
den wir im vorangegangenen Kapitel vorgestellt haben. Dort werden in die Betrachtung
keine stochastische Effekte mehr miteinbezogen. Das spezifische Verhalten der Stoffmen-
gen wird nur noch iiber deterministische Ratenkonstanten beschrieben und es kann zu
einem kontinuierlichen Stoffaustausch iibergegangen werden.

Wir werden in diesem Abschnitt einen Schritt zuriick gehen und eine Moglichkeit
vorstellen, mittels derer biochemische Netzwerke mit wenigen Molekiilen stochastisch mo-
delliert werden konnen. Konkret werden wir dazu einen diskreten Zustandsraumes und
die stochastische Massenwirkungskinetik benutzen.

Als erstes wird die Betrachtungsweise fiir die Angabe von Stoffmengen angepasst.
Kontinuierliche Konzentrationen werden durch diskrete Molekiilanzahlen ersetzt. Im wei-
teren Verlauf des Abschnittes soll ein biochemisches System mit u Stoffen Aq,..., A,
und w Reaktionen Ry,..., R, betrachtet werden, dessen aktueller Zustand m, mithilfe
der gegenwirtigen Anzahl der Molekiile aller Stoffe im Netzwerk, kodiert werden kann:
m = (#Aq, ..., #A,) = (m[1],...,mlu]).

Es existieren noch weitere Interpretationen fiir diskrete Zustandskodierungen. Wir
wollen uns aber zunéchst auf die Deutung als Molekiilanzahl konzentrieren.

Jeder Reaktion R; ist eine stochastische Ratenkonstante c; zugeordnet. Sie ist, wie ihr
deterministisches Gegenstiick k;, ein fester Faktor.

Die Semantik des stochastischen Massenwirkungsgesetzes wird mittels der Ratenfunk-
tion h;(m,¢;) fir die Reaktion R; formuliert. Bevor die physikalische Interpretation der
Ratenfunktion h;(m,¢;) angegeben wird, soll die stochastische Bedeutung von h;(m, ¢;)
erldutert werden.

Angenommen das betrachtete System befindet sich zum Zeitpunkt ¢ im Zustand m.
Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Reaktion R; im néchsten infinitesimalen Zeit-
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intervall (¢,¢ + dti] auftritt, gegeben durch den Wert (h;(m, ¢;) - dti).

Wir wollen hier einen ersten Zusammenhang zu den theoretischen Grundlagen aus Ab-
schnitt (2.3) ziehen. Dort wurde ebenfalls in der Gleichung (2.21) die Wahrscheinlichkeit
fiir eine Zustandswechsel, innerhalb eines infinitesimales Zeitintervalles, gebildet.

Bevor wir im Detail auf die Zusammenhénge zwischen stochastischer Massenwirkungs-
kinetik, stochastischen Prozessen und stochastischen Petrinetzen eingehen, sollen aber-
mals einfithrende Definitionen vorangestellt werden.

Definition 3.4 (Elementare stochastische Massenwirkungsreaktion)
Angenommen ein biochemisches Netzwerk enthdlt v Stoffe und kann in w unidirektionale
Elementarreaktionen zerlegt werden. So kann eine einzelne Elementarreaktion beschrieben
werden als

R;: Zl(” LA (i) - Ais ji=1,... w, (3.8)

=1

wobei A; deri-te chemische Stoff und R; die j-te elementare Reaktion ist. Die Faktorenl; ;
und r;; sind die stochiometrischen Koeffizienten. Die Konstante c; ist die stochastische
Ratenkonstante fiir R;.

Beispiel 8 (Netzwerk 4) Im weiteren Verlauf dieses Abschnittes betrachten wir eine
stochastische Version des Beispielnetzwerkes 3. Wir werden die Struktur der Reaktionen
tibernehmen und die deterministischen Ratenkonstanten durch die stochastischen Raten-
konstanten ¢ :=0.1, cg :=0.2, c3 :=0.3 und c4 :=0.4 ersetzen.

Um die physikalische Interpretationen der Ratenfunktionen zu verdeutlichen, werden
wir biochemische Reaktionen der ersten drei Ordnungen betrachten. Die Darstellungen
der Ratenfunktionen gehen auf Gillespie [14] und Wilkinson [32] zurtick.

Wenn in den folgenden Betrachtungen von Wahrscheinlichkeiten, fiir das Auftreten von
Reaktionen gesprochen wird, handelt es sich jeweils um die Wahrscheinlichkeit (h;(m, ¢;) -
dti), beziiglich des néchsten infinitesimalen Zeitintervalles dti (siehe Einleitung dieses Ab-
schnittes). Die Punkte ”...” in den Darstellungen der Reaktionsgleichungen sollen den
Umstand ausdriicken, dass die Interpretationen der Ratenfunktionen unabhéngig von der
Struktur des Reaktionsproduktes sind.

Ratenfunktionen fiir Reaktionen der 0. Ordnung

Angenommen eine biochemische Reaktion der 0. Ordnung hat die folgende Form.

Die stochastische Ratenkonstante ¢; quantifiziert die Wahrscheinlichkeit, dass die Reaktion
R; auftritt.

hi(m, Ci) = C;.
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Ratenfunktionen fiir Reaktionen der 1. Ordnung

Wir wollen eine biochemische Reaktion der 1. Ordnung mit der Form
Ri : Aj &>

betrachten. Die stochastische Ratenkonstante ¢; reprasentiert die Wahrscheinlichkeit, dass
ein einzelnes Molekiil des Stoffes A; in die Reaktion R; eingeht. Theoretisch stehen m/[j]
Teilchen von A; fiir eine Reaktion zur Verfiigung. Daraus ergibt sich eine kombinierte
Gesamtwahrscheinlichkeit von

hi(m, ¢;) == ¢; - m[j].

Ratenfunktionen fiir Reaktionen der 2. Ordnung

Vorausgesetzt eine biochemische Reaktion der 2. Ordnung hat die folgende Form.

Die stochastische Ratenkonstante ¢; bestimmt in diesem Fall die Wahrscheinlichkeit, dass
ein einzelnes konkretes Paar von Molekiilen der Stoffe A; und A reagieren wird. Da in
diesem Szenario m|j] Molekiile des Stoffes A; und m[k] Molekiile von A, vorausgesetzt
werden konnen, ist die Anzahl verschiedener heterogener Paare gleich (m[j] - m[k]). Man
erhélt dementsprechend eine kombinierte Gesamtwahrscheinlichkeit fiir diesen Reaktions-
typ von

hi(m,c;) = ¢; - m[j] - m[k].

Es existiert eine weitere Auspriagung der Reaktionen 2. Ordnung, die gesondert behandelt
werden muss.

Abermals bestimmt die stochastische Ratenkonstante ¢; die Wahrscheinlichkeit fiir das
Reagieren eines einzelnen Paares. Diesmal handelt sich jedoch um ein homogenes Paar
von Molekiilen des gleichen Stoffes A;. Es stehen deshalb lediglich M verschiedene
Kombinationen von Molekiilen des Stoffes A; zur Reaktion bereit. Damit ergibt sich

mlj] - (7;1[.7'] ~D_ .. <m2[j])'

hi(m, Ci) =C; -

Die GesetzméifBigkeiten dieses Interpretationsansatzes konnen direkt auf hohere Reak-
tionsordnungen und Reaktionen mit gréfleren stochiometrischen Koeffizienten erweitert
werden. Wir haben stets die stochastische Ratenkonstante ¢; als festen Faktor. Diese
stellt die Einzelwahrscheinlichkeit fiir das Reagieren einer minimalen notwendigen Menge
von Ausgangsmolekiilen dar. Der zweite Teil der Gleichung ist die die kombinatorische
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Héaufigkeit der minimal notwendigen Molekiilmengen. Die beiden Teile werden zu der Ge-
samtwahrscheinlichkeit multipliziert, siehe Definition (3.9).

Wilkinson [32] weist darauf hin, dass Reaktionen hoherer Ordnung (grofler zwei) meist
biochemische Effekte beschreiben, die aus Reaktionen der Ordnungen eins und zwei zu-
sammen gesetzt sind. Diese sollten dementsprechend von vornherein als solche modelliert
werden.

Beispiel 9 (Netzwerk 4) Wir definieren die Ratenfunktionen h;(m,c;) fir unser Bei-

spielnetzwerk 4, wobei m := (#A, #B, #C,#D) = (m[A], m[B], m|C], m[D]) die momen-
tane Anzahl der Molekiile des Netzwerkes kodiert.

“mlA] - (m[A] - 1)

hl(m, Cl) = 5 . m[B]

ha(m, c2) = ¢3 - m[C]

ha(m, c3) = c3 - m[D]
hwmmzammm(ﬂ?):%mwyﬂmwmm;n«mm—m

So ergibt sich zum Beispiel fir hi((2,3,0,2),0.1) ein Wert von 0.3 und fiir h2((0,1,1,2),0.2)
von 0.2.

3.3 Stochastische Petrinetze

Ein stochastisches Petrinetz ist ein bipartiter Graph, der aus Plidtzen und Transitionen
besteht. Der Zustand eines stochastischen Petrinetzes wird, mittels der aktuellen Marken-
anzahl auf den Plédtzen, kodiert. Dieser Zustand verdndert sich zeitlich geordnet, durch
das zufallsgesteuerte Schalten von Transitionen. Die stochastischen Quantitéiten des Mo-
delles sind die Schaltraten, die einzeln fiir jede Transition definiert werden. Das Reziprok
der Schaltrate gibt die mittlere verbleibende Zeit bis zum Schalten der Transition nach
ihrer Aktivierung an.

Mittels der Netzstruktur, den spezifizierten Schaltraten und einer Anfangsbelegung
der Plitze wird in eindeutiger weise ein stochastischer Prozess definiert. Eine Realisierung
dieses Prozesses kann durch exakte oder approximative Simulationsverfahren berechnet
werden.

Aufbauend auf dieser informalen Einfiihrung, sollen im folgenden drei Definitionen
von stochastischen Petrinetzklassen angegeben werden. Zwischen den zu definierenden
Netzklassen besteht eine Untermengenbeziehung: SPN € GSPN C DSPNs.

Definition 3.5 (Stochastisches Petrinetz)
FEin stochastisches Petrinetz ist ein Quintupel SPN = (P, T, f,v,mq), wobei

o P und T sind endliche, nicht leere und disjunkte Mengen. Die Menge P enthdlt die
Plitze und die Menge T die Transitionen des Netzwerkes.
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e Die Relation f : (P xT)U (T x P)) — Ny definiert die Menge der gerichteten
Kanten, welche mit nicht-negativen ganzen Zahlen gewichtet sind.

e Die Funktion v : T — H ordnet jeder Transition t eine Ratenfunktion h, zu, wobei
H = U;er {ht | hy N(‘;tl — R+} die Menge aller Ratenfunktionen ist. Es gilt v(t) =

e Die Abbildung mqg : P — Ny gibt die Anfangsmarkierung an.
Die Netzklasse der stochastischen Petrinetze soll durch SPN symbolisiert werden.

In der Definition der Netzklasse SPN werden die Begriffe der Markierung und die
Menge °t benutzt. Beide Elemente sollen im folgenden spezifiziert werden.

Definition 3.6 (Markierung und Zustandsraum eines SPN)

Angenommen wird ein SPN = (P, T, f,v,mq) € SPN. Die Markierung eines Netzwer-
kes m : P — Ny ist eine Funktion, welche die gegenwdrtige Anzahl der Marken auf den
verschiedenen Plitzen p € P festhdlt. Sie kann als u-dimensionaler Vektor betrachtet wer-
den, der die Gestalt m = (#token(py),...,#token(p,)) besitzt. Die Menge M beinhaltet
alle moglichen Markierungen, die das Netzwerk SPN einnehmen kann. Sie wird auch als
Zustandsraum von SPN bezeichnet.

Definition 3.7 (Menge der Vor- und Nachplitze einer Transition)
Angenommen wird ein SPN = (P, T, f,v,mqg) € SPN. Die Menge der Vorplitze einer
Transition t € T ist definiert als

st = {p € PIf (p.t) # 0}, (3.9)
und die Menge der Nachplitze von t entsprechend als
t~:={pe P|f(t,p) #0}. (3.10)

Die Ratenfunktion h; definiert im Allgemeinen die markierungsabhéngige Schaltrate
Ai(m) fiir eine Transition ¢. Der Wertebereich von h, ist auf der Menge der Vorplétze *t
der Transition ¢ eingeschrankt. Damit wird eine enge Verbindung von Netzstruktur und
Schaltrate erzwungen.

Eine Transition muss, bis sie zum Schalten ausgewihlt werden kann, zwei Aktivie-
rungsstufen durchlaufen: die Aktivierung und die Konzessionierung. Sobald alle Vorplétze
einer Transitionen ausreichend belegt sind, wird die Transition aktiviert.

Da in SPN-Netzwerken alle Transitionen, beziiglich des Schaltens, gleichberechtigt
sind, bedeutet die Aktivierung einer Transition, gleichzeitig ihre Konzessionierung zum
Schalten. In Netzklassen mit verschiedenen Prioritdtsstufen fiir Transitionen wird diese
Aquivalenz von Aktivierung und Konzessionierung aufgehoben. Dort erhilt eine aktivierte
Transition erst die Konzession zum Schalten, wenn keine aktivierte Transition mit einer
hoheren Prioritét vorliegt.

Wenn mehrere Transitionen gleichzeitig konzessioniert sind, wird diejenige Transition
schalten, deren Wartezeit als erstes abgelaufen ist. Die eigentliche Verdnderung der Mar-
kierung geschieht zeitlos und unterliegt der bekannten Schaltregel fiir diskrete Petrinetze
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[1]. Nachdem die Markierung des Netzwerkes angepasst wurde, werden konzeptionell alle
Wartezeiten neu berechnet und es findet wiederum ein Wettlauf um das néchste Schalten
statt.

Diskrete Petrinetze modellieren das qualitative Verhalten eines betrachteten Systemes.
In ihren Erreichbarkeitsgraphen ist das Systemverhalten aller méglichen Zeitablaufe abge-
bildet. Dieser Grundsatz bleibt auch fiir stochastische Petrinetze erhalten. Bei ihnen wird
jedoch ein erwartetes zeitliches Verhalten durch stochastische Quantitdten hinzugefiigt.
Das erwartete zeitliche Verhalten bekommt inhérent eine wesentlich hohere Wahrschein-
lichkeit zu geordnet, als ein stark abweichendes Verhalten. Prinzipiell bleibt jedoch der
Erreichbarkeitsgraph in seiner Gesamtheit erhalten. Eine Konsequenz dieser Eigenschaft
ist, dass die auf dem Zustandsraum basierenden Analysemoglichkeiten erhalten bleiben.
Fiir eine genauere Betrachtung der Beziehungen zwischen diskreten, kontinuierlichen und
stochastischen Petrinetzen verweisen wir auf [12].

Das Werkzeug fiir die Modellierung des quantitativen Systemverhaltens, ist die erwar-
tete Zeitspanne zwischen Aktivierung und Schalten einer Transition. Die Wartezeit bis
zum Schalten ist exponentiell verteilt und kann mit der Zufallsvariable RT'F; beschrieben
werden.

Definition 3.8 (Wartezeit bis zum Schalten einer Transition)

Angenommen wird ein stochastisches Petrinetz SPN = (P, T, f,v,mg) € SPN. Die War-
tezeit bis zum Schalten einer Transitiont € T ist eine exponentiell verteilte Zufallsvariable
RTF,. Die Dichtefunktion von RTF; ist definiert als

frrr, (T) = M(m) -e(—At(m)-T)’ r>0.

Demnach kann die durchschnittliche Wartezeit fiir die Transition ¢ als der Erwartungs-
wert E[RTF,| = ﬁ angegeben werden. Der Parameter A\;(m) driickt die Rate aus, wie
oft die Transition ¢ im Mittel in einer Zeiteinheit schaltet.

Aufgrund der exponentiell verteilten Wartezeiten RTF; fiir alle Transitionen kann
gefolgert werden, dass auch die Aufenthaltsdauern in den verschiedenen Markierungen
exponentiell verteilte Zufallsgrofen sind, siche Abschnitt (2.3.2). Bedenkt man zusétzlich
den abzihlbaren Zustandsraum M eines SPN-Netzwerkes, ist die Aquivalenz zwischen
dem stochastischen Prozess, der durch das SPN-Netzwerk modelliert wurde, und einer
kontinuierlichen Markow-Kette klar erkennbar.

Mittels folgender Regeln kann eine kontinuierliche Markow-Kette (Def. (2.11)) aus

einem SPN-Netzwerk abgeleitet werden [2].

e Der Zustandsraum der korrespondierenden CTMC entspricht dem Erreichbarkeits-
graphen des SPN-Netzwerkes.

e Die Ubergangsrate q[k, [] von Zustand my, zu m; ist die Schaltrate \,(m) der Tran-
sition ¢, welche von der Markierung my, zur Markierung m; fiihrt.

e Falls mehrere Transitionen einen Ubergang von der Markierung my, zur Markierung
m, realisieren, ergibt sich die Ubergangsrate [k, [| als Summe der Schaltraten \;(m)
der entsprechenden Transitionen.
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Die Ratenfunktionen h;, welche die Schaltraten A;(m) bestimmen, kénnen auf unser
spezielles Anwendungsgebiet der biochemischen Netzwerke zugeschnitten werden.

Ratenfunktionen, bei denen die Netzmarken als einzelne Molekiile aufgefasst werden,
wurden bereits im vorangegangenen Kapitel fiir stochastische Massenwirkungsreaktionen
niedriger Ordnung vorgestellt. Wir geben an dieser Stelle eine verallgemeinerte Version
als Definition an.

Definition 3.9 (Ratenfunktion fiir die Molekiilinterpretation von Marken)
Angenommen wird ein SPN = (P, T, f,v,mg) € SPN, das ein biochemisches Netzwerk
mit einer stochastischen Massenwirkungskinetik modelliert. In dem Netzwerk werden die
Marken als einzelne Molekiile interpretiert. Die Ratenfunktion h(m,c;) : M x Rt — R*
fiir eine Transition t € T ist als

e 1)

pe®t

definiert. Der Faktor ¢, ist die stochastische Ratenkonstante von t und m[p] ist die aktuelle
Anzahl der Marken auf dem Platz p.

Eine weitere Interpretation der diskreten Zustandskodierung wurde von Calder et.
al in [3] vorgeschlagen. Die Marken werden bei diesem Modellierungsansatz als diskrete
Konzentrationsintervalle betrachtet.

Man nimmt dabei an, dass die maximale molare Stoffkonzentration durch die Kon-
stante M AX und die Anzahl der unterschiedlichen Intervalle durch N + 1 ausgedriickt
wird. Dann représentieren die abstrakten Werte 0,..., N die Konzentrationsintervalle
0, (0, 1« MAX/N], (1« MAX/N, 2« MAX/N], ..., (N—1«* MAX/N, N+« MAX/N].
Jedes dieser endlich vielen diskreten Intervalle steht fiir eine Aquivalenzklasse von unend-
lich vielen kontinuierlichen Zusténden.

Definition 3.10 (Ratenfunktion fiir Intervallinterpretation von Marken)
Angenommen wird ein gewdhnliches SPN = (P, T, f,v,mg) € SPN, das ein biochemi-
sches Netzwerk mit einer stochastischen Massenwirkungskinetik modelliert. In dem Netz-
werk werden die Marken als diskrete Konzentrationsintervalle interpretiert. Die Raten-
funktion h(m, k) : M x RT — R fiir eine Transition t € T ist als

he =k -N-]] (mT[p]), (3.12)

definiert. Der Faktor k, ist die deterministische Ratenkonstante, m[p] ist die aktuelle
Anzahl der Marken auf Platz p und N ist die Nummer des hichsten Intervalles.

3.4 Erweiterung um deterministische Transitionen

Im Laufe der Zeit wurden eine Vielzahl von verschiedenen Erweiterungen fiir die grundle-
gende stochastische Petrinetzklasse SPN vorgeschlagen, siehe [21] und [9]. Die wichtigste
Modellierungserweiterung ist die Hinzunahme von deterministischen Transitionen.
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Es gibt verschiedene Typen von deterministischen Transitionen. Generell wird hier die
Wartezeit bis zum Schalten nicht mehr mit der zufélligen Realisierung einer Zufallsvaria-
ble ermittelt, sondern ist deterministisch, durch ein festes Zeitintervall vorgegeben. Zur
Unterscheidung, von den neu eingefiihrten deterministischen Transitionen, wollen wir ab
sofort die Transitionen mit probabilistisch erzeugter Wartezeit als stochastische Transi-
tionen bezeichnen.

3.4.1 Generalisierte stochastische Petrinetze (GSPN)

Generalisierte stochastische Petrinetze (GSPN') werden aus der Klasse SPN abgeleitet.
Dies geschieht durch die Hinzugabe von Inhibitorkanten und unmittelbarer Transitionen
als Modellierungskomponenten. Die unmittelbaren Transition gehoren zur Menge der de-
terministischen Transitionen.

Inhibitorkanten

Die Inhibitorkanten sind ein wesentliches Modellierungswerkzeug um die Berechnungs-
vollstéindigkeit zu erreichen. Damit besitzen die Petrinetze der Netzklasse GSPN die
gleiche Ausdrucksstéirke wie Turing-Maschinen [24].

Inhibitorkanten sind gerichtet und werden nur zwischen Pldtzen und Transitionen
gezogen. Fiihrt eine Inhibitorkante zu einer Transition, ist diese nur aktiviert, wenn auf
den entsprechenden Vorpldtzen weniger Marken liegen, als das Inhibitorkantengewicht
angibt.

Wenn ein Schaltvorgang statt findet, werden vom Vorplatz der Inhibitorkante keine
Marken konsumiert.

Unmittelbare Transitionen

Die unmittelbaren Transitionen (Englisch: Immediate transitions) besitzen als determi-
nistische Transitionsart keine probabilistisch verteilte Wartezeit. Fiir jede unmittelbare
Transition ist die Wartezeit mit Null vereinbart. Sie schalten demnach sofort nach ih-
rer Konzessionierung. Eine weitere Besonderheit der unmittelbaren Transitionen ist die
Tatsache, dass sie allen anderen deterministischen und stochastischen Transitionsarten
priorisiert sind. Damit fallt fiir die unmittelbaren Transitionen die Aktivierung und die
Konzessionierung zusammen.

In Situation, in denen mehrere unmittelbare Transitionen konzessioniert sind, wird
bei einer Simulation, eine zufallsgesteuerte Auswahl getroffen [9]. In der Analyse werden
jedoch alle moglichen Verhaltensweisen betrachtet.

Als Konsequenz kann man im Erreichbarkeitsgraphen zwischen fliichtigen und konkre-
ten Zustdnden unterscheiden. In fliichtigen Zusténden verbringt das System keine Zeit,
bevor es in einen neuen Zustand wechselt. Dementsprechend ist die Aufenthaltsdauer in
diesen Zustdnden immer Null und nicht mehr exponentiell verteilt.

Als Semantik des Netzwerkes liegt somit keine kontinuierliche Markow-Kette mehr
vor. Es besteht jedoch die Moglichkeit, die fliichtigen Zustédnde aus dem Erreichbarkeits-
graphen zu entfernen. Der reduzierte Erreichbarkeitsgraph entspricht dann wieder dem
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Zustandsraum einer CTMC. Fiir eine genauere Beschreibung des Reduktionsverfahrens,
verweisen wir auf [21].

Fiithrt man Inhibitorkanten und unmittelbare Transitionen mit dem Grundformalismus
der SPN-Klasse zusammen, erhilt man die weit verbreitete Klasse der generalisierten
stochastischen Petrinetze GSPN . Wir verzichten an dieser Stelle auf die Angabe einer
formalen Definition und verweisen stattdessen auf [21].

3.4.2 Deterministische und stochastische Petrinetze (DSPN)

Zeitbewertete Transitionen

Mit den unmittelbaren Transitionen haben wir bereits eine erste deterministische Quanti-
fizierung fiir Wartezeiten kennen gelernt. Diese wurde mit dem Wert Null fiir alle unmit-
telbaren Transitionen fest vorgegeben. Diese Beschrankung wird mit der Einfithrung der
zeitbewerteten Transition aufgehoben. Hier kann eine beliebige feste Wartezeit bis zum
Schalten der Transition definiert werden.

Sobald nun eine zeitbewertete Transition ¢ aktiviert ist, wird mittels der aktuellen Sy-
stemzeit und der festen Wartezeit fiir ¢ ein Zeitpunkt berechnet, an dem der Schaltvorgang
durchgefiihrt werden soll. Anders ausgedriickt, startet, nach der Aktivierung von ¢, ein
Zeitmesser, der bis zur festen Wartezeit von ¢ zdhlt. Verliert die entsprechende Transition
vor dem berechneten Schaltzeitpunkt die Aktivierung, findet kein Schaltvorgang statt.

Betrachtet man Netzwerke ohne deterministische Transitionen, strebt die Wahrschein-
lichkeit fiir das gleichzeitige Schalten zweier Transitionen gegen Null. Dagegen kann es in
Netzwerken mit deterministischen Transitionen relativ oft vorkommen, dass Transitionen
gleichzeitig schalten wollen. Ein einfaches Beispiel hierfiir, ist die gleichzeitige Konzessio-
nierung mehrerer unmittelbarer Transitionen. Abermals werden dann in der Analyse alle
moglichen Verhaltensweisen betrachtet und in der Simulation findet eine zufallsgesteuerte
Auswahl statt.

Definition 3.11 (Deterministisches und stochastisches Petrinetz in Snoopy)
Das 7-Tupel DSPNg = (P, T, f,g,v,l,mg) ist ein deterministisches und stochastisches
Petrinetz, wobei

o P und T sind endliche, nicht leere und disjunkte Mengen. Die Menge P enthdlt die
Plitze und die Menge T' die Transitionen des Netzwerkes.

o Die Menge T := (Tstoen U Timm U Thimea) €rgibt sich als disjunkte Vereinigung der
drei Transitionsmengen:

(i) Tsioch, welche stochastische Transitionen mit exponentiell verteilter Wartezeit
enthiilt,

(1) Timm, welche unmittelbare Transitionen mit Wartezeit Null beinhaltet und

(1) Tiimea, welche zeitbewertete Transitionen mit einer deterministischer Wartezeit
umfasst.
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Die Relation f : (P xT)U (T x P)) — Ny definiert die Menge der gerichteten
Kanten, welche mit nicht-negativen ganzen Zahlen gewichtet sind.

Die Relation g : (P x T)) — Ny definiert die Menge der gerichteten Inhibitorkanten,
welche mit nicht-negativen ganzen Zahlen gewichtet sind.

Die Funktion v : Tsgoen — H ordnet jeder stochastischen Transition t € Tgoen €ine
Ratenfunktion h; zu, wobei H := UteTstoch {ht | hy Ngt‘ — R*} die Menge aller

Ratenfunktionen und v(t) = hy fir t € Toen ist.

Die Funktion | : Tymeqa — RT spezifiziert fiir jede zeitbewertete Transition t € Tyimeq
eine nicht-negative deterministische Wartezeit.

Die Abbildung mqg : P — Ny gibt die Anfangsmarkierung an.

Die Netzklasse der deterministischen und stochastischen Petrinetze in Snoopy soll durch
DSPNs symbolisiert werden.

Die stochastischen Transitionen entsprechen den Transitionen der Netzklasse SPN
und es gilt entsprechend die Definition (3.8) fiir deren Wartezeiten.

Die Netzklasse DSP N5 ist eine Untermenge der Klasse eDSPN , welche von German
in [9] definiert wird. Um die Untermengenbezichung deutlicher zu machen, werden folgende
einschrinkende Festlegungen fiir die Netzklasse DSP N, beziiglich der Eigenschaften von
eDSPN -Netzwerken heraus gestellt. Fiir eine Beschreibung der einzelnen Eigenschaften
eines eDSPN -Netzwerkes verweisen wir auf [9], Seite 19 folgend.

Jeder stochastischen Transition ¢t € Tyen ist eine Exponentialverteilung mit dem
Parameter A\;(m) fiir die Ermittlung der Wartezeiten zugeordnet,

die Prioritdt der unmittelbaren Transitionen ¢t € T;,,,, wird auf Null gesetzt,

die Prioritét der stochastischen und zeitbewerteten Transitionen ¢ € (Tyoen U Trimed)
wird auf Eins festgelegt,

das Gewicht W fiir alle Transition ¢ € T" wird mit Eins definiert,
die Markenabhéngigkeit (Markdep) wird auf abhéngig (enabdep) gesetzt,

die Neuberechnungsstrategie der Wartezeiten (policy) wird auf gedéchtnislos (prd)
festgelegt,

der Nebenlaufigkeitsgrad (concurrency) wird mit schrittweise einzeln (singleserver)
angegeben,

es werden keine Préadikate (Guards) zur Steuerung der Aktivierung der Transitionen
eingesetzt und

es wird ebenfalls auf markenabhéngige Kantengewichte (marking-dependent arc mul-
tiplicities) verzichtet.
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Aufgrund der Tatsache, dass jedes DSPNs-Netzwerk gleichzeitig ein eDSPN -Netz-
werk ist, kann die Theorie fiir die Modellierung und Analyse von ¢eDSPN -Netzwerken,
wie sie in [9] und [16] entwickelt wird, angewendet werden.

Wir mochten bereits an dieser Stelle darauf hinweisen, dass das Werkzeug Snoopy
zwei weitere Komponenten zur Modellierung anbietet: Lesekanten und feste zeitbewertete
Transitionen. Diese Konzepte stellen jedoch nur eine vereinfachte Darstellung bereits de-
finierter Bestandteile der Klasse DSPNs dar. Aus Griinden der Vergleichbarkeit mit der
Klasse eDSPN, werden sie in der Definition von DSPNs-Netzwerken nicht als seman-
tisch eigenstandige Komponenten aufgefiihrt.

Lesekanten

Eine Lesekante erweitert prinzipiell die Modellierungsméchtigkeit nicht, sondern besitzt,
beziiglich des Erreichbarkeitsgraphen, dieselbe Aussagekraft, wie zwei entgegengesetzt
gerichtete und gleich gewichtete Kanten von einem Platz zu einer Transition. In einem
Schaltvorgang werden somit genauso viele Marken konsumiert, wie produziert. Es findet
dementsprechend auf dem Lesekantenvorplatz keine Verdnderung der Markenanzahl statt.
Vielmehr wird das Vorhandensein einer entsprechenden Anzahl von Marken als Schaltvor-
bedingung getestet bzw. gelesen. Im biochemischen Kontext kann, mittels der Lesekanten,
komfortabel die Beteiligung von Enzymen an Reaktionen modelliert werden, da sich deren
Molekiilanzahl ebenfalls in der Regel nicht dndern sollte.

Feste zeitbewertete Transitionen

Die bisher betrachteten zeitbewerteten Transitionen besitzen einen relativen Zeitbezug.
Erst nach ihrer Aktivierung wird ein eventueller Schaltzeitpunkt, relativ zur aktuellen
Systemzeit, deterministisch berechnet.

Bei der Modellierung biochemischer Experimente besteht oft der Wunsch, bestimm-
te Impulse zu absoluten Zeitpunkten an das Netzwerk weiterzugeben. Das Schalten von
Transitionen zu festen Zeitpunkten kann mit einer Kombination von zeitbewerteten und
unmittelbaren Transitionen nachempfunden werden. Die Einfithrung von festen zeitbewer-
teten Transitionen ist dementsprechend keine Erweiterung der Modellierungsméchtigkeit.

Konstruktionsmuster fiir den Nachweis der Aquivalenz, zwischen zwei Varianten der
festen zeitbewerteten Transitionen und einer Kombination von zeitbewerteten und unmit-
telbaren Transitionen, werden im Unterabschnitt (5.2.5) gegeben.



Kapitel 4

Simulation von stochastischen
Petrinetzen

4.1 Simulation einer Zufallsvariable

Stochastische Petrinetze lassen sich analytisch nur schwer auswerten. Dies liegt unter
anderem daran, das die Zustandsrdume der zugrunde liegenden kontinuierlichen Markow-
Ketten im Allgemeinen entweder unendlich sind oder zu grof fiir eine effiziente Analyse
werden. Es wird deshalb auf eine computergestiitzte Simulation der Netzwerke zuriick
gegriffen. Dafiir werden meist mehrere Simulationsldufe mit derselben Startkonfiguration
berechnet. Anschlieend kann anhand des Mittelwertes dieser Laufe ein charakteristisches
Verhalten fiir das Netzwerk abgeleitet werden.

In diesem Kapitel wollen wir dem Leser zwei grundlegende Simulationsalgorithmen fiir
stochastische Petrinetze aus der Klasse SPN vorstellen:

e die direkte Gillespie-Methode und

e die Poisson-Zeitschrittmethode.

Die beiden Algorithmen kénnen jeweils als typische Vertreter fiir zwei grundsétzliche Klas-
sen von Simulationsverfahren angesehen werden. Der erste Ansatz der exakten Verfahren
fithrt eine schrittweise Simulation aller auftretenden Schaltereignisse durch. Das berech-
nete Ergebnis der Simulation entspricht damit zu jedem Zeitpunkt einer tatséchlichen
Realisierung des stochastischen Prozesses, der mithilfe des SPN-Netzwerkes modelliert
wurde. Dagegen verzichten die Algorithmen der approximativen Verfahren auf die Berech-
nung jedes einzelnen Schaltvorganges. Sie fassen vielmehr eine Menge von Schaltvorgéngen
in einem einzelnen Berechnungsschritt zusammen. Jeder dieser Berechnungsschritte re-
prasentiert die geschétzte Netzverdnderung, innerhalb eines bestimmten Zeitintervalles k.
Die tatséchlich auftretenden Interaktionen, die innerhalb von k ablaufen, gehen nur als
Anndherung in den Simulationsverlauf ein.

Die beiden Methoden werden im néchsten Abschnitt im Detail vorgestellt. Zunéchst
soll die Realisierung einer stetigen oder diskreten Zufallsvariable im Blickpunkt stehen.
Das Erzeugen einer Zufallsvariablenrealisierung ist der wesentliche Grundbaustein einer

35
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jeden stochastischen Simulation. Die Darstellung der Simulationsgrundlagen geht auf Wil-
kinson [32] zurtick.

Egal, ob man die Realisierung einer stetigen oder diskreten Zufallsvariable betrachtet,
es wird in beiden Fillen von einer gleich verteilten Zufallszahl U € [0, 1] ausgegangen.
Wir setzen fiir unsere Betrachtungen einen hinreichend guten Zufallszahlengenerator fiir
das Intervall [0, 1] voraus.

Mithilfe der gleich verteilten Zufallszahl ist es moglich, die Methode der inversen Ver-
teilungsfunktion fiir stetige Zufallsvariablen anzuwenden.

Proposition 4.1 (Methode der inversen Verteilungsfunktion)
Angenommen x :  — R ist eine stetige Zufallsvariable mit einer invertierbaren Vertei-

lungsfunktion F\(-). Sei U ~ U([0,1]) eine gleich verteilte Zufallszahl. Dann gilt

x = F 1(U). (4.1)
Beweis:
P(x <z)=P(E{U) <)
— PU < Fy(w))
= Fy(Fy(z)
= F (z) (wobei Fy(u) = u)
O

Demnach ist es moglich, aus der Inversen F- L der Verteilungsfunktion, eine Realisie-
rung von x, mittels einer Instanz von U ~ U([0,1]) zu generieren.

Dieses Grundprinzip kann nun auf beliebige stetige Verteilungen mit einer invertierba-
ren Verteilungsfunktion angewendet werden. Eine essentielle Verteilung, fiir die Simulati-
on der von uns betrachteten Netzklassen, ist die Exponentialverteilung. Eine Realisierung
kann wie folgt erzeugt werden.

Proposition 4.2 (Simulation von y ~ Exp(}\))
Wenn U ~ U([0,1]) und A > 0, dann besitzt die Zufallsvariable

X = —%log(U) (4.2)

eine exponentielle Verteilung mit dem Parameter \.

Beweis: Angenommen x ~ Exp(X). Die Dichtefunktion f,(z) und die Verteilungsfunk-
tion F\(x) von x sind gegeben durch

Daraus folgt
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Die Zufallszahlen U und (1 — U) besitzen beide die Verteilung U([0,1]). O

Die Poisson-Zeitschrittmethode basiert im wesentlichen auf der Realisierung von dis-
kreten Poisson-verteilten Zufallsvariablen. Mittels einer Zufallsvariable y,, ~ Poi(\)
kann die Anzahl von Ereignissen simuliert werden, die innerhalb eines kleinen Zeitinterval-
les 7¢ auftreten. Die mittlere Haufigkeit der Ereignisse wird durch die Rate A quantifiziert,
die der Parameter der Poisson-Verteilung ist.

Fir die Simulation von x,, ~ Poi(\) wird die Eigenschaft ausgenutzt, dass die
Zeitabsténde 71 zwischen den Ereignissen exponentiell mit demselben Parameter A verteilt
sind. Es gilt somit 70 ~ Exp()). Es sei darauf hingewiesen, dass sich die Zeitintervalle 7¢
innerhalb des betrachteten Zeitintervalles 7. befinden, fiir das die Anzahl der Ereignisse
simuliert werden soll.

Folgender einfacher Algorithmus kann demnach fiir die Realisierung von x,o; ~ Poi(\)
aufgestellt werden:

(i) Initalisiere 7 := 0 und number := 0.
(ii) Simuliere 7¢ ~ Exp(\).
(ili) Setze 7 :=T + 7.
(iv) Falls 7 < ¢, setze number := number + 1 und kehre zu Schritt (ii) zurtick.
(v) result := number.

Das letzte benotigte Werkzeug fiir die beiden folgenden Simulationsalgorithmen, ist die
Realisierung einer diskreten Zufallsvariable y 4 mit beliebiger Wahrscheinlichkeitsfunktion.

Das Grundprinzip fiir die Simulation von x,; kann wie folgt beschrieben werden.
Zunéchst wird das Intervalles [0, 1] in einzelne Unterabschnitte zerlegt. Jeder Wert k
den y4 annehmen kann, bekommt genau einen dieser Abschnitte bijektiv zugeordnet. Die
GroBe des Unterintervalles k entspricht der Wahrscheinlichkeit P(xq = k).

Lésst man nun eine gleich verteilte Zufallszahl in das Intervall [0, 1] fallen, ergibt sich
die Realisierung der diskreten Zufallszahl x4, als das entsprechende %k des getroffenen
Abschnittes.

Proposition 4.3 (Diskrete Bereichsmethode)
Angenommen xq : Q0 — N ist eine diskrete Zufallsvariable. Die Wahrscheinlichkeitsfunk-
tion pr von xq ist definiert als

pr = P(xq = k), fur k=0,1,2,....

Wir fiihren die spezielle Wahrscheinlichkeit qi ein.

k
g =Pxa<k)=> pi

=0

Realisierungen von x4 kénnen erzeugt werden, indem man eine Zufallszahl U ~ U (0, 1])
realisiert und anschliefSend
Xa = min{k|qx > U}
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berechnet.
Beweis: Die Wahrscheinlichkeit g ist genau so definiert, dass gilt qx_1 < U < q fiir ein
k. Daraus folgt

P(xa=k)=PU € (qx—1,9%]) = @& — qk—1 = Px-

4.2 Die direkte Gillespie-Methode

Die direkte Gillespie-Methode wurde 1977 von Gillespie vorgeschlagen [14]. In der Litera-
tur wird oft die allgemeinere Bezeichnung Gillespie-Algorithmus verwendet, obwohl Gille-
spie verschiedene Algorithmen zur Simulation von stochastischen Petrinetzen veroffentlicht
hat [32].

Um die prinzipielle Arbeitsweise und den Hintergrund des Algorithmuses aufzuzeigen,
werden wir zunéchst einige Eigenschaften der kontinuierlichen Markow-Ketten (CTMC)
wiederholen. Sie stellten die unterliegende Semantik eines SPN-Netzwerkes dar, siehe
Abschnitt (3.3).

Aus den Elementen der Ubergangsmatrix Q einer CTMC konnten die Wahrscheinlich-
keiten fiir einen Zustandsiibergang, innerhalb des néchsten infinitesimalen Zeitintervalles
dti, berechnet werden, siehe Gleichung (2.21). Wir wollen vereinbaren, dass wir uns im
folgenden immer auf dieses néchste infinitesimale Zeitintervall dti beziehen, wenn wir von
Wahrscheinlichkeiten im Zusammenhang mit Zustandswechseln sprechen.

Die negierten Diagonalelemente —q[i, i] von Q représentierten die Wahrscheinlichkeit,
dass sich das System aus dem Zustand s; hinaus bewegt. Fiir die Diagonalelemente von
Q galt ¢[i,4] <0.

Die Aufenthaltsdauer in einem Zustand s;, bis ein Zustandswechsel auftritt, konnte
durch die Zufallsvariable SJ,, ausgedriickt werden. Dabei war SJ;, exponentiell mit dem
Parameter —q[i, 1] verteilt, siche Definition (2.16).

Die Nicht-Diagonalelemente ¢[i, j] in der i-ten Zeile von Q gaben die Wahrscheinlich-
keit an, dass ausgehend von Zustand s; in einen Zustand s; gewechselt wird. Das heifit,
die Auswahl des ndchsten Zustandes, den das System, verschieden von s;, einnimmt, kann
als eine diskrete Zufallsvariable NT; : Q@ — (S —{s;}) betrachtet werden. Die Wahrschein-
lichkeiten fiir die Werte aus (S — {s;}) sind proportional zu den Werten der i-ten Zeile
von Q. Die folgenden zwei zentralen Aspekte konnen fiir die Simulation einer CTMC
herausgestellt werden:

(i) die Simulation des Zeitintervalles, bis zum néchsten Zustandswechsel, als Realisie-
rung der exponentiell verteilten Zufallsvariable S.Jg, mit dem Parameter —g[i, i] und

(ii) die Bestimmung des néchsten neuen Zustandes s;, durch die Realisierung der dis-
kreten Zufallsvariable NT; mit den Wahrscheinlichkeiten P(NT; = s;) = —Z[[x]} fiir
Sj € (S — {Sl})
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Wir betrachten ein Zeitintervall [0, T,q.]. Der komplette Simulationsalgorithmus fiir ein
SPN-Netzwerk kann dann wie folgt angegeben werden:

(i) Initalisiere das SPN-Netzwerk mit 7 := 0 und me,, := my.

(ii) Ermittle die aktuelle Schaltrate A\;(me,,) fiir jede Transition ¢ € T, mittels der
entsprechenden Ratenfunktion h;.

(iii) Berechne die kombinierte Schaltrate Acomy(Meur) == D per Ae(Mecur )

(iv) Simuliere das Zeitintervall 7¢ bis zum néchsten Schaltvorgang als exponentiell ver-
teilte Zufallsvariable SJ, mit dem Parameter Acomp(Meyr)-

Mcur

(v) Setze 7 := 171+ T¢.

(vi) Bestimme eine Transition t; € 7', durch Simulieren der diskreten Zufallsvariable
NT,,.... Die diskrete Zufallsvariable NT,,, . wird anhand der Wahrscheinlichkeiten
P(NT,,.,. =t):= —M’”)) fir alle t € T definiert.

Meur )\comb (mcur

(vii) Lasse die ausgewéhlte Transition ¢; schalten und passe die aktuelle Markierung m.,,
entsprechend an.

(viii) Gebe die verdnderte Markierung m.,, und den aktuellen Zeitpunkt 7 aus.

(ix) Falls 7 < Tynae, kehre zu Schritt (ii) zuriick.

Man kann aus der Arbeitsweise des Algorithmuses erkennen, dass es nicht notwendig
ist, den gesamten Zustandsraum M des SPN-Netzwerkes im Vorfeld zu kennen.

Falls das System unbekannte Zustéinde erreicht, wird in jeder Iteration die Ubergangs-
ratenmatrix Q (Def. (2.15)) um neue Elemente erweitert. Diese werden auf der Basis der
aktuellen Schaltraten A;(me,,) ermittelt. Die Berechnung der Schaltraten A;(m,,) ist nur
von der aktuellen Markierung m..,,. abhéngig, so dass keine unbekannten Zusténde fiir die
Simulation benotigt werden. Durch dieses schrittweise Vorgehen ist es moglich, dass auch
Systeme mit einem sehr groffen oder unendlichen Zustandsraum simuliert werden kénnen.

Wir wollen daran erinnern, dass in einem SPN-Netzwerk ein bestimmter Zustands-
iibergang nicht immer nur durch das Schalten genau einer Transition hervor gerufen wer-
den kann. Die Ubergangsrate q[i, j] fiir einen solchen Zustandswechsel ergab sich aus der
Summe der Schaltraten A;(m) der entsprechenden Transitionen. Der Algorithmus tragt
diesem Aspekt, in den Punkten (iii) und (vi) Rechnung. Punkt (iii) stellt eine Summe iiber
alle Transitionen dar. Fiir Punkt (vi) gilt, dass die Auswahlvorgéinge genau einer Transiti-
on {NT,,,. =t} jeweils disjunkte Ereignisse sind. Daraus folgt, dass die Wahrscheinlich-
keit fiir die Auswahl einer Transition aus einer Menge von Transitionen, sich als die Summe
der Einzelwahrscheinlichkeiten ergibt: P(NT,,,.. € {t1,....t.}) = > P(NT... = t;).
Die Menge {ti,...,t.} kann als Menge von Transitionen betrachtet werden, die ein und
denselben Markierungswechsel initiieren.
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Angepasste Version fiir die Klasse DSPNs

Fiir die Simulation von Netzwerken der Klasse DSPNs (Def. (3.11)) muss der urspriingliche
Algorithmus, um die Behandlung deterministischer Transitionen, erweitert werden.

Wir rekapitulieren, dass die Transitionen in DSPNs-Netzwerken in stochastische, un-
mittelbare und zeitbewertete Transitionen unterteilt werden: T := (Tstoch U Timm U Thimed)-

Die Simulation von stochastischen Transitionen ¢t € T;,,,, entspricht dem Vorgehen aus
dem letzten Algorithmus.

Die unmittelbaren Transition ¢ € T},,,, konnen sofort nach der Anderung einer Mar-
kierung iiberpriift und gegebenenfalls ausgefiihrt werden.

Dagegen miissen alle aktivierten zeitbewerteten Transitionen zwischen gespeichert wer-
den. Sie werden genau solange vorgehalten, bis sie entweder ihre Aktivierung verlieren
oder ihr Zeitmesser abgelaufen ist. Im letzteren Fall schaltet die Transition, sobald sie
die Konzession erhélt. Dies geschieht nur dann, wenn keine aktivierten unmittelbaren
Transitionen vorliegen. Trifft dies jedoch zu, werden die unmittelbaren Transitionen be-
vorzugt behandelt. Durch das priorisierte Schalten der unmittelbaren Transitionen, kann
die Aktivierung der zeitbewerteten Transitionen wieder verloren gehen, bevor es zu einem
Schaltvorgang kommt.

Wir fithren fiir die Speicherung der aktivierten zeitbewerteten Transitionen die Menge
ATT C Tiimeq €in. Diese enthélt alle gegenwértig aktivierten zeitbewerteten Transitionen:
(Vt € Tiimea : t € ATT < t ist aktiviert). Fiir jede aktivierte Transition wird zusétzlich
ihr jeweiliger absoluter Ablaufzeitpunkt ¢.fire_time fest gehalten. Dieser ergibt sich aus
dem Zeitpunkt der Aktivierung, plus der deterministischen Wartezeit [(¢) (Def. (3.11)).

Wir fassen die Anderungsoperationen beziiglich der Menge ATT zu einem einfachen
Teilalgorithmus Check ATT (T, mey,) zusammen. Dieser bekommt die gegenwirtige Sy-
stemzeit 7 und die momentane Markierung m..,, als aktuelle Eingabeparameter iibergeben.

Teilalgorithmus Check ATT (T, Mey,):

(i) Teste, ob unaktivierte zeitbewertete Transitionen ¢; € (Tyymeq — ATT) in der Mar-
kierung m.,, aktiviert wurden.

(ii) Wenn ja, fiige entsprechende Transitionen ¢; mit ¢;. fire_time := 741(t) in die Menge
ATT ein.

(ili) Teste, ob aktivierte zeitbewertete Transitionen ¢; € ATT in der Markierung me,,
ihre Aktivierung verloren haben.

(iv) Wenn ja, entferne entsprechende Transitionen ¢; aus ATT.

Wir betrachten erneut das Simulationsintervall [0, 7,,4.]. Eine angepasste Version der di-
rekten Gillespie-Methode fiir die Netzklasse DSPNs-Netzwerk kann dann, wie folgt for-
muliert werden:

(i) Initalisiere das DSPNs-Netzwerk mit 7 := 0 und mey, := my.

(ii) Solange eine oder mehrere unmittelbare Transitionen ¢ € T}, existieren, die in der
Markierung m..,,, konzessioniert sind, arbeite folgende Schritte ab:
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e Wihle eine Transition ¢; unter den konzessionierten unmittelbaren Transitio-
nen gleich verteilt aus.

e Lasse die Transition ¢; schalten und passe die aktuelle Markierung my,, ent-
sprechend an.

e Fiihre Teilalgorithmus Check ATT (T, M) aus.

(iii) Wenn der Teilalgorithmus Check ATT (T, My, ) in Punkt (ii) nicht mindestens einmal
ausgefiihrt wurde, fithre Teilalgorithmus Check ATT (T, mMy,) aus.

(iv) Ermittle die aktuelle Schaltrate A;(m,,) fiir jede stochastische Transition ¢ € Tyyoen,
mittels der entsprechenden Ratenfunktion h;.

(v) Berechne die kombinierte Schaltrate Acomp(Mewr) := ZteTstoch At(Meyr) aller stocha-
stischen Transitionen ¢ € Ty och.

(vi) Simuliere das Zeitintervall 7¢ bis zum néchsten Schaltvorgang als exponentiell ver-
teilte Zufallsvariable S.J,,_,. mit dem Parameter A.omp(Meyr)-

(vii) Ermittle die Menge ATT, . C ATT aller aktivierten zeitbewerteten Transitionen
t € ATT mit minimaler Ablaufzeit 7,,;, := min{t.fire_time | t € ATT}.

(viii) Wenn (7, < T + 7t), arbeite folgende Schritte ab:

e Wiihle gleich verteilt eine zeitbewertete Transition ¢; aus der Menge ATT
aus.

e Entferne ¢; aus ATT'.

Tmin

e Setze T := T + Tiin.
(ix) Wenn (7 > 7 + 70), tue folgendes.

e Bestimme eine stochastische Transition ¢; € Tyoen, durch Simulieren der diskre-
ten Zufallsvariable NT,,, ... Die diskrete Zufallsvariable N7T,, . wird anhand
der Wahrscheinlichkeiten P(NT,,... = t) := —% fir alle t € Tyoen
definiert.

e Setze 7 := 7+ T0.

(x) Lasse die Transition t; € (Tsocn U Ttimea) schalten, welche entweder in Punkt (viii)
oder (ix) bestimmt wurde. Passe die aktuelle Markierung m.,, entsprechend an.

(xi) Die momentane Markierung m,, und der dazugehorige Zeitpunkt 7 wird ausgege-
ben.

(xii) Falls 7 < T4z, kehre zu Schritt (ii) zuritick.

Die Wahrscheinlichkeit fiir den Fall (7,,;, = 747¢) strebt gegen Null. Dementsprechend
wird dieser Fall nicht behandelt.
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4.3 Poisson-Zeitschrittmethode

Im letzten Abschnitt wurde ein exaktes Simulationsverfahren beschrieben. Es hat jedes
einzelne Schalten einer Transition schrittweise nachgebildet. Jede Iteration repréisentierte
das Schalten genau einer stochastischen oder zeitbewerteten Transition.

Wenn ein Netzwerk viele stochastische Transitionen mit sehr grolen Schaltraten enthélt,
wird es dazu kommen, dass die Anzahl der Iterationen, innerhalb des Algorithmuses, stark
ansteigt. Approximative Ansétze versuchen die Anzahl der Iterationsdurchldufe zu redu-
zieren, indem sie einen Genauigkeitsverlustes in der Abbildung des eigentlich modellierten
stochastischen Prozesses in Kauf nehmen.

Hierfiir wird das zu simulierende Zeitintervall [0, 7;,4,] in kleine Unterzeitabschnit-
te aufgeteilt, die jeweils genau einem Iterationsschritt im Algorithmus entsprechen. Die
zentrale Annahme der Poisson-Zeitschrittmethode kann wie folgt formuliert werden. Die
Grofle Tu des jeweiligen Unterzeitabschnittes k wird so gewihlt, dass die Schaltraten der
Transitionen, innerhalb dieses Intervalles, als konstant angesehen werden koénnen.

Wird die Pramisse als erfiillt vorausgesetzt, ist es nur noch notwendig, die Anzahl der
auftretenden Schaltvorgéinge fiir jede Transition ¢ € T, mittels einer Poisson-verteilten
Zufallsvariable TF Ny ~ Poi(A(Mmeyr) - Tty) zu schitzen. Die Netto-Auswirkung aller die-
ser Schaltvorgdnge AM; kann unabhéngig von einer konkret vorliegenden Markierung
berechnet werden [1].

Wir setzen die Groflen 71, der Unterzeitabschnitte als gegeben voraus und geben den
Algorithmus zur Simulation eines SPN-Netzwerkes an [32]:

(i) Initalisiere das SPN-Netzwerk mit 7 := 0 und me,, := my.

(ii) Ermittle die aktuelle Schaltrate A\;(me,,) fiir jede Transition ¢ € T, mittels der
entsprechenden Ratenfunktion h;.

(iii) Simuliere die Anzahl der Schaltvorgéinge jeder Transition ¢ € T" als
TFN; ~ Poi(A(meyr) - Tiy) fiir den aktuellen Unterzeitabschnitt k.

(iv) Berechne die neue Markierung m.,, als Summe aus der alten Markierung und der
Netto-Auswirkung aller geschétzten Schaltvorgénge AMj. Die einzelnen Transitio-
nen gehen mit den entsprechenden ermittelten Anzahlen T'F'N; in AM,, ein.

(v) Setze T := T + Tuy.
(vi) Gebe die Markierung m.,, und die korrespondierende Zeit T aus.

(vii) Falls 7 < Ty44, kehre zu Schritt (ii) zuriick.

Wir wollen den Punkt (iv) des Algorithmuses néher beleuchten. Die neue Markierung
Mewr Wird nicht mithilfe der Schaltregel ermittelt, sondern stellt vielmehr eine Summe aus
alter Markierung und einer Schitzung fiir die Schaltvorgéinge, innerhalb des Intervalles
k, dar. Die kausalen Interaktionen werden dabei vernachléssigt, da die Vorbedingungen
fiir die Schaltvorgéinge, die in der Schétzung vorkommen, nicht beriicksichtigt werden. Es
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konnten somit Markierungen m..,, entstehen, die nicht im Zustandsraum des modellierten
stochastischen Prozesses liegen.

Die zweite Vereinfachung gegeniiber den exakten Verfahren, wurde mit der obigen
Annahme bereits benannt. Innerhalb des Zeitabschnitts k£ werden die Schaltraten Ay (1)
nicht neu berechnet, sondern werden als konstant vorausgesetzt.

AbschlieBend sei erwahnt, dass die Lange der Zeitabschnitte 715, dynamisch angepasst
werden kann. Wilkinson gibt in [32] einen Uberblick iiber entsprechende approximative
Verfahren.
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Kapitel 5

Implementierung

5.1 Analyse bestehender Programmpakete

In diesem Kapitel sollen etablierte Programme untersucht und vorgestellt werden, die sich
im Umfeld der Modellierung und Simulation von stochastischen Petrinetzen und stocha-
stischen biochemischen Netzwerken befinden.

Wir haben dazu jeweils einen typischen Vertreter aus den drei folgenden Bereichen gewéhlt:

e TimeNET als Modellierungswerkzeug fiir technische Netzwerke,
e PIPE als einen klassischen Petrinetz-Editor und

e Dizzy als Simulationswerkzeug fiir biochemische Netzwerke.
Folgende Gesichtspunkte stehen bei der Untersuchung im Mittelpunkt:

o Netzklassen

grafische Editoren bzw. Eingabesprachen

Animation und Simulation der Netzwerke

Analyse der Netzwerke

Im- / Export von Netzwerken

Alle betrachteten Werkzeuge sind jeweils unter den Betriebssystemen Microsoft Windows
und Linux lauffahig.

45
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5.1.1 TimeNET

TimeNET (Abb. (5.1)) ist ein ausgereiftes Programmpacket zur grafischen Modellierung
und numerischen Analyse von stochastischen Petrinetzen. Bezieht man die Vorgéngerversionen
in die Betrachtung mit ein, wird es bereits seit 1991 an der Technische Universitét Berlin
entwickelt. In diesem Zeitraum hat TimeNET eine Vielzahl von Erweiterungen und Ver-
besserungen erfahren [33].

€ TimebET - C:\Dokaumsente und Einstellumpen' Sebastian Lehrack\Eigere Dlateben StudSum\MP_StochPr\Sof twase\Dovnlad TimeNET4.0_20070520_windows \Models EDSPH anabysis_testmd o [ [5)]

e Lon Yew Yoldsle Cvahsstion Export Window
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Abbildung 5.1: Editiermodus von TimeNET 4.0.

Netzklassen

Die aktuelle Version TimeNET 4.0 unterstiitzt die Netzklassen der erweiterten deter-
mininistischen und stochastischen Petrinetze (eDSPN') und der stochastischen gefirbten
Petrinetze (SCPN'), wie sie in [9] definiert werden.

In der Netzklasse eDSPN werden folgende verschiedene Klassen subsumiert.

e Generalisierte stochastische Petrinetze (GSPN), sieche Unterabschnitt (3.4.1).
e Deterministische und stochastische Petrinetze (DSPN'), siche Unterabschnitt (3.4.2).

e Erweiterte determin sind beliebige Wahrscheinlichkeitsverteilungen fiir Wartezeiten
einer stochastischen Transition mdéglich.

Die Netzklasse der gefirbten stochastischen Petrinetze (SCPN) erlaubt ebenfalls be-
liebige Wahrscheinlichkeitsverteilungen fiir die Wartezeiten einer stochastischen Transiti-
on. Weitere Charakteristika sind komplexe Marken, globale und zeitliche Pradikate und
markenabhéngige Transitionsprioritéiten [33].
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Grafische Editoren bzw. Eingabesprachen

TimeNET bietet einen Java-basierten grafischen Editor zur einfachen Modellierung der
Netzwerkstrukturen an. Ein Mechanismus zur Erstellung hierarchische Netze oder logi-
scher Knoten, siehe Anhang (A.1.1), ist nicht vorhanden.

Animation und Simulation der Netzwerke

Ein spezieller Animationsmodus fiir den Markenfluss wird nicht unterstiitzt. Fiir die bei-
den Netzklassen eDSPN und SCPN wurden Simulationsfunktionen integriert.

Analyse der Netzwerke

Mittels den vorhandenen Analysemoglichkeiten konnen strukturelle, sowie stochastische
Eigenschaften ermittelt werden. So wird zum Beispiel die Berechnung einer stationdren
Verteilung unterstiitzt. Bemerkenswert ist die Option, dass der Editor und die Analyse-
komponenten auf verschiedenen Computern parallel zum Einsatz kommen kénnen.

Im- / Export von Netzwerken

TimeNET arbeitet auf Grundlage eines proprietdren XML-Formats. Im- und Export-
funktionen fiir Netzwerke stehen nur zum eigenen élteren TN-Format bereit. Simulations-
ergebnisse konnen im CSV-Format oder als SVG-Grafik (Simulationsplots) abgespeichert
werden.

Fazit

Obwohl TimeNET im wesentlichen fiir die Modellierung und Analyse technischer Systeme
und Protokolle entwickelt wurde, stellt es durch seine grofie Flexibilitdt und Funktions-
vielfalt prinzipiell auch ein Werkzeug zur Modellierung biochemischer Netzwerke dar.

5.1.2 PIPE

Das Programm PIPE (Abb. (5.2)) ist ein klassischer Petrinetz-Editor, der auch struktu-
relle Analysekomponenten anbietet. Entstanden ist PIPE im Jahre 2003 innerhalb eines
M.Sc.-Gruppenprojektes des Imperial College London. Obwohl es nach wie vor fortlaufend
von dieser Forschungsgruppe weiterentwickelt wird, steht es mittlerweile auch als Open
Source Projekt [18] zur Verfiigung.

Netzklassen
Es wird explizit die Netzklasse der generalisierten stochastischen Petrinetze (GSPN') un-

terstiitzt. Fiir die stochastischen Transitionen kénnen in PIPE lediglich konstante Schal-
traten \;(m) definiert werden.
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Abbildung 5.2: Editiermodus von PIPE.

Grafische Editoren bzw. Eingabesprachen

Ein Java-basierter Editor dient PIPE zur Eingabe der Netzwerkstrukturen. PIPE be-
sitzt nicht die Fahigkeit zur Erstellung hierarchischer Netze oder logischer Knoten, siehe

Anhang (A.1.1).
Animation und Simulation der Netzwerke

Der Markenfluss eines einzelnen Simulationslaufes kann in einem speziellen Modus ani-
miert werden. PIPE bietet keine Algorithmen zur Simulation einzelner oder mehrerer
Laufe an.

Analyse der Netzwerke

PIPE stellt eine Reihe von strukturellen und stochastischen Analysekomponenten fiir den
Anwender bereit. So kénnen unter anderem Invarianten [26], der Erreichbarkeitsgraph
und die stationédre Verteilung des betrachteten Netzwerkes berechnet werden.

Im- / Export von Netzwerken

Die modellierten Netzwerkstrukturen werden mittels eines eigenen XML-Formates dauer-
haft hinterlegt. Im- und Exportfunktionen zu anderen Petrinetzwerkzeugen werden nicht
angeboten. Es besteht die Moglichkeit Netzwerkstrukturen als Grafik im PNG- oder
PostScript-Format abzuspeichern.
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Fazit

Ein Nachteil von PIPE ist das Nichtvorhandensein von Simulationsalgorithmen. Dadurch
erscheint PIPE fiir den Einsatz im Kontext der Modellierung und Simulation von bioche-
mischen Netzwerken nicht geeignet.

5.1.3 Dizzy

Dizzy (Abb. (5.3)) ist ein Programm, dass explizit fiir die kontinuierliche und stochastische
Simulation von biochemischen Netzwerken entworfen wurde. Der mafigebliche Entwickler
ist Stephen Ramsey vom Institut fiir Systembiologie in Seattle. [25]

Dizzy ist kein Programm das auf einer Petrinetzklasse basiert. Vielmehr wird hier
auf den gleichen semantischen Modellen, wie bei vergleichbaren Petrinetzklassen aufge-
baut. Zum einen sind das deterministische Differentialgleichungssysteme, wie bei konti-
nuierlichen Petrinetzen [28], und zum anderen Markow-Prozesse wie bei stochastischen
Petrinetzen.

Bemerkenswert ist die Tatsache, dass eine Schnittstellen zur Programmsammlung Sy-
stem Biology Workbench (SBW) angeboten wird. Dizzy wird dementsprechend oft im Zu-
sammenspiel mit weiteren Modellierungs- und Analyseprogrammen aus dieser Programm-
sammlung eingesetzt.
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Abbildung 5.3: Simulationsergebnis als Plot in Dizzy.

Netzklassen

Da Dizzy keiner Petrinetzklasse unterliegt, sollen die wichtigsten Modellierungskompo-
nenten von Dizzy und Snoopy gegeniiber gestellt werden:
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e Stoffe und Reaktionen in Dizzy sind dquivalent zu Pliatzen und Transitionen.

e Es wird eine exponentiell verteilte Wartezeit fiir alle normalen Dizzy-Reaktionen
[25] angesetzt.

e Zur Ermittlung der aktuellen Ubergangsraten von normalen Dizzy-Reaktionen wird
ein Aquivalent zur Ratenfunktion fiir die Molekiilinterpretation von Marken (Def.
(3.9)) eingesetzt.

e Es besteht die Moglichkeit, freie Funktionen fiir die Definition von Ubergangsraten
zu verwenden.

e Es konnen feste Wartezeiten fiir verzdgerte Dizzy-Reaktionen [25] definiert werden.
Dementsprechend sind auch unmittelbare Transitionen (ohne Priorisierung) abbild-
bar.

Grafische Editoren bzw. Eingabesprachen

Zur Eingabe der Modelle wird die Modellierungssprache CMDL (Chemical Model De-
finition Language) [25] oder das spezielle SBML-Format [17] verwendet. Beide Sprachen
sind speziell fiir die Modellierung von biochemischen Netzwerken konzipiert worden und
besitzen dementsprechend eine Vielzahl von Sprachkonstrukten zur schnellen Formulie-
rung von Reaktionen. Als nachteilig ist das Fehlen eines grafischen Editors zu bezeichnen,
der die Eingabe und das Verstidndnis der Netzstruktur verbessern wiirde.

Animation und Simulation der Netzwerke

Kennzeichnend fiir Dizzy ist das reichhaltige Angebot an Algorithmen fiir die determini-
stische und stochastische Simulation der erstellten Modelle.

Fiir eine deterministische Simulation stehen unter anderem Variationen des Runga-
Kutta-Verfahrens und des Dormand-Prince-Verfahrens zur Verfiigung. Sie stellen jeweils
approximative numerische Losungsverfahren fiir Differentialgleichungssysteme dar [28].

Zur stochastischen Simulation werden die direkte Gillespie-Methode (Abschnitt (4.2)),
sowie das Gibson-Bruck-Verfahren [10] als Vertreter der exakten Verfahren angeboten,
siche Abschnitt (4.2). Daneben kénnen Modelle auch mit dem approximativen 7-Leap-
Algorithmus [32] simuliert werden.

Ein Animationsmodus ist aufgrund des Fehlens eines grafischen Editor nicht vorhan-
den.

Analyse der Netzwerke

Neben der Simulation stehen keine Komponenten fiir eine strukturelle oder stochasti-
sche Analyse der Modelle zur Verfiigung.
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Im- / Export von Netzwerken

Dizzy arbeitet wie bereits erwéhnt auf der Basis der Sprachen CDML und SBML, die
gleichzeitig weit verbreitete Austauschformate fiir Werkzeuge aus dem Umfeld der System-
biologie sind. Simulationsergebnisse kénnen tabellarisch als CSV-Datei oder in Form eines
Plots als PNG-Grafik exportiert werden.

Fazit

Dizzy ist durch die Umsetzung verschiedener Algorithmen fiir den Einsatz als Simula-
tionswerkzeug pridestiniert. Negativ zu bemerken ist das Fehlen eines grafischen Editors
zur Modellierung der Netzwerkstrukturen. Dizzy besitzt jedoch eine Schnittstelle zum
Programmpacket SBW, mithilfe der Editoren angeschlossen werden kénnen.

5.2 Leistungsmerkmale der neuen Petrinetzklasse in
Snoopy

Wir wollen in diesem Abschnitt die Leistungsmerkmale von Snoopy, beziiglich der neu
implementierten Netzklasse Stochastic Petri Net erlautern.

5.2.1 Strukturelle Komponenten

Die strukturellen Grundbausteine fiir ein stochastisches Petrinetz sind Pléatze, Transitio-
nen und gerichtete Kante zwischen jeweils einem Platz und einer Transition bzw. einer
Transition und einem Platz.

Die Platze und Transition werden in Snoopy, angelehnt an die diskreten Petrinetze,
mit Kreisen und Rechtecken dargestellt. Dabei ist die grafische Ausprigung fiir alle drei
Transitionsarten eines DSPNs-Netzwerkes in der Snoopy-Grundeinstellung gleich. Eine
manuelle Anpassung fiir jede einzelne Transition kann jederzeit durchgefiihrt werden [8].
So werden in den Beispielen der Diplomarbeit stochastische Transition als unausgefiilltes
Quadrat, eine zeitbewertete oder feste zeitbewertete Transition als ausgefiilltes Quadrat
und eine unmittelbare Transition als ausgefiilltes schmales Rechteck dargestellt.

Die Kanten werden als durchgezogene schwarze Linie mit einem Pfeilende gezeichnet.

5.2.2 Zusitzliche Komponenten fiir die quantitative Modellie-
rung

Neben den strukturellen Komponenten werden zusétzlich numerische Parameter und Wer-
tetabellen zur Modellierung des Netzwerkes angeboten. Eine Wertetabelle stellt eine totale
frei definierbare Funktion f : R — R dar. Beide Komponenten unterstiitzen die moglichst
flexible Bildung von komplexen Ratenfunktionen.
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5.2.3 Konfiguration fiir Animation und Simulation

Snoopy bietet die Moglichkeit, verschiedene Sétze bzw. Mengen fiir die nicht-strukturellen
Einflussgrofien des Modells anzulegen. Es soll damit eine komfortable Anpassung dieser
Groflen fiir verschiedene Animations- und Simulationsanfragen gewéhrleistet werden.

Die verschiedenen Satztypen sind

e Anfangsmarkierungssitze,
e Raten- bzw. Semantikfunktionssatze und

e Parametersatze.

Es wire also zum Beispiel denkbar, ein Netzwerk fiir verschiedene Kombinationen von
Anfangsmarkierungen und Ratenfunktionen zu animieren bzw. zu simulieren.

5.2.4 Berechnung der Schaltraten

Die aktuellen Schaltraten A;(m.,,) werden durch die Ratenfunktionen h; bestimmt, siehe
Abschnitt (3.3). Schaltraten sind in der Regel markierungsabhéngig und miissen daher
bei einer auftretenden Markierungssinderung des Netzwerkes angepasst werden. Aus fol-
genden Bestandteilen kann die Ratenfunktion h; einer Transition ¢ zusammengesetzt sein:

e arithmetische Grundrechenoperationen,

e die aktuellen Markenanzahlen der Vorplédtze von ¢,

frei definierte Parameter,

frei definierte Funktionen in Form einer Wertetabelle,

e vordefinierte Parameter und

e vordefinierte mathematische Funktionen.

Eine genaue Auflistung der vorgegebenen Operationen und Parameter wird im An-
hang (A.1.6) gegeben.

BioMassAction(_stochasticRateConstant)

Snoopy bietet die Ratenfunktion fiir die Molekiilinterpretation von Marken (Def. (3.9)) als
vordefinierte Ratenfunktion an. Als Parameter von BioMassAction(-stochastic Rate Cons-
tant) wird die stochastische Ratenkonstante ¢; iibergeben. Die eigentliche Struktur der
Funktion wird intern, auf Grundlage des Netzaufbaues, gebildet.
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BioLevellnterpretation(-deterministicRateConstant,_highestLevel)

Auch die Ratenfunktion fiir die Intervallinterpretation von Marken (Def. (3.10)) wird als
vordefinierte Ratenfunktion angeboten. Als Parameter von BioLevellnterpretation(_deter-
ministicRateConstant,_highestLevel) fungiert die deterministische Ratenkonstante k; und
die Nummer des hochsten Intervalles N. Die eigentliche Struktur der Funktion wird aber-
mals intern, auf Grundlage des Netzaufbaues, gebildet.

5.2.5 Deterministische Transitionen

Wie in Abschnitt (3.4) diskutiert, wurde die Transitionsmenge der Klasse DSPNs um de-
terministischen Transitionen erweitert. Fiir die Kennzeichnung von determintchen Transi-
tionen werden spezielle Semantikfunktionen eingefiihrt. Sie definieren, anstelle der stocha-
stischen Ratenfunktion, die Schaltsemantik fiir die entsprechende deterministische Tran-
sition. Wir werden anschlieBend die Abkiirzungen RF und SF fiir Raten- und Semantik-
funktion benutzen.

Es werden vier Semantikfunktionen angeboten:

(i) ImmediateFiring(),
(ii) TimedFiring(-relativeTime),
(ili) FizedTimedFiring_Single(_absoluteTime) und
)

(iv) FizedTimedFiring-Periodic(_interval Start, timePeriod, _interval End).

Die Bedeutungen der Semantikfunktionen sollen im folgenden erldutert werden.
ImmediateFiring()

Transitionen mit der Semantikfunktion I'mmediate Firing() entsprechen den unmittel-
baren Transitionen, wie sie in Unterabschnitt (3.4.1) eingefithrt wurden.

TimedFiring(.)

Die Semantikfunktion TimedFiiring(_relativeTime) kennzeichnet eine zeitbewertete Tran-
sition ¢, wie sie in Unterabschnitt (3.4.2) definiert wurde. Der Parameter _relativeTime
bestimmt den Wert [(¢) (Def. (3.11)) fir die zeitbewertete Transition ¢.

FixedTimedFiring_Single(.)

Die Semantikfunktion FixzedTimedFiring_Single(_absoluteTime) spezifiziert die erste
Variante von festen zeitbewerteten Transitionen, siche Unterabschnitt (3.4.2). Dieser Typ



KAPITEL 5. IMPLEMENTIERUNG o4

versucht einen einzelnen Schaltversuch zum absoluten Zeitpunkt _absoluteTime durch-
zufithren. Wenn die Vorplatze der entsprechenden Transition, zum Zeitpunkt _absoluteTime,
nicht ausreichend markiert sind, findet kein Schaltvorgang statt.

Wir geben an dieser Stelle ein Konstruktionsmuster an, dass die bereits in Unterab-
schnitt (3.4.2) betonte Aquivalenz, zwischen festen zeitbewerteten Transitionen und ei-
ner Kombination von zeitbewerteten und unmittelbaren Transitionen, aufzeigen soll. Wir
folgen den etablierten Konventionen und stellen eine stochastische Transition als unaus-
gefiilltes Quadrat, eine zeitbewertete oder feste zeitbewertete Transition als ausgefiilltes
Quadrat und eine unmittelbare Transition als ausgefiilltes schmales Rechteck dar.

prel post1

pre2 t_fixedTimed

pre3 post2

Abbildung 5.4: Ausgangsnetzwerk fiir Aquivalenznachweis.

In Abbildung (5.4) ist ein exemplarisches Ausgangsnetzwerk zu sehen. Es enthilt le-
diglich eine feste zeitbewertete Transition t_fixedTimed. Ohne Beschrankung der Allge-
meinheit werden folgende Vereinbarungen fiir die Transition ¢_fixedTvmed getroffen. Die
Transition t_fizedTimed (SF: FizedTimedFiring-Single(10)) besitzt die drei Vorplitze
prel, pre2 und pre3 und die zwei Nachplatze post! und post2. Die Anfangsmarkierung
ist mit mg 1= (#prel,#pre2,#pre3, #postl, #post2) = (3,3,3,0,0) gegeben und die Kan-
tengewichte sind jeweils eins.

Dank, den ausreichend markierten Vorplitzen, schaltet t_fizedTimed nach exakt 10
Zeiteinheiten und es wird die Markierung m; = (2,2,2,1, 1) eingenommen.

Ziel ist es nun, dass von der Transition t_fizedTimed induzierte Netzverhalten, mittels
einer Kombination von zeitbewerteten und unmittelbaren Transitionen, nach zu empfin-
den. Die Konstruktion des dquivalenten Netzwerkes kann in zwei zentrale Bestandteile
unterteilt werden. Zum einen den Test, ob die Vorplédtze der urspriinglichen Transition
t_fixedT'imed ausreichend belegt sind und zum zweiten, die Garantie, dass der Schaltver-
such genau einmal nach exakt 10 Zeiteinheiten stattfindet. Das dquivalente Netzwerk ist in
Abbildung (5.5) angegeben. Wir benutzen logische Knoten zur besseren Ubersichtlichkeit,
siche Anhang (A.1.1).

Das konstruierte Netzwerk besteht aus

e den zwei Transitionen switch_test_on und switch_test_of f zum Ein- und Ausschal-
ten des korrekten Zeitpunktes,

e den zwei Transitionen switch_cond_true und switch_cond_false zum Auswerten der
Schaltbedingung der urspriinglichen Transition t_fizedTimed,

e der Transition change_post_places zum Andern der Markierung der Nachplitze von
t_fixedTimed und
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switch_cond_true change_post_places

cond_true

test_on

cond_false

switch_cond_false switch_test_off

Abbildung 5.5: Aquivalentes Netzwerk fiir SF FizedTimed Firing_Single(.).

e den Platzen timer_on, cond_true und cond_false.

Mit Ausnahme der zeitbewerteten Transition switch_test_on (SF: TimedFiring(10)),
sind alle anderen Transitionen aus der Menge der unmittelbaren Transitionen (SF: Im-
mediateFiring()).

Die Auswertung der Schaltbedingung erfolgt mit den unmittelbaren Transitionen
switch_cond_true und switch_cond_false. Genau eine von beiden schaltet, sobald der
Platz test_on belegt ist. Erreicht wird das komplementére Verhalten der Negativ-Auswer-
tung mit dem Einsatz von Inhibitorkanten. Im negativen Auswertungsfall werden keine
Marken konsumiert, da diese fiir die weitere Simulation des {ibrigen Netzwerkes weiter
zur Verfiigung stehen miissen.

Der Platz test_on wird genau einmal durch die Transition switch_test_on belegt, da der
Vorplatz von switch_test_on nur eine Marke besitzt. Der Schaltvorgang findet genau nach
10 Zeiteinheiten statt, da die Transition switch_test_on bereits in der Anfangsmarkierung
aktiv war und der Zeitmesser zu diesem Zeitpunkt abgelaufen ist.

Um die Korrektheit des Konstruktionsmusters zu bestétigen, miissen eventuell vorhan-
dene Nebenbedingungen fiir die urspriingliche Transition t_fizedTimed gepriift werden.

Teilen sich, ohne Beschrankung der Allgemeinheit, im Ursprungsnetz genau zwei fe-
ste zeitbewertete Transitionen t_fixedTimed; und t_fizedTimeds, mit gleicher absoluter
Schaltzeit, dieselben Vorplatze, wiirde eine gleich verteilte Auswahl zwischen diesen beiden
Transitionen erfolgen. Dieser Vorgang wire dquivalent mit dem gleichzeitigen Schaltver-
such der beiden konstruierten Transitionen switch_test_on; und switch_test_ons, da alle
zeitbewerteten und festen zeitbewerteten Transitionen jeweils dieselbe Prioritdt besitzen.

Angenommen es haben, ohne Beschriankung der Allgemeinheit, eine feste zeitbewerte-
te Transition t_fixedTimed und genau eine unmittelbare Transition t_imm die gleichen
Vorplitze. Dann schaltet t_imm, geméf} der hheren Priorisierung, immer zuerst und kann
somit der Transition t_fixedTimed die Aktivierung entziehen. Das dquivalente Verhalten
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kann beobachtet werden, wenn die Transition switch_test_on und t_4mm im konvertier-
ten Netz zum gleichen Zeitpunkt aktiviert wiren. Die Transition switch_test_on schaltet
zwar nach dem Schaltvorgang von t_imm, jedoch wiirde die urspriingliche Vorbedingung
mittels switch_cond_false gegebenenfalls negativ ausgewertet und die urspriingliche Mar-
kierungsédnderung, beziiglich der Transition t_fixedTimed, bliebe auch hier aus.

FixedTimedFiring Periodic(., ., .)

Die zweite Variante der festen zeitbewerteten Transitionen, mit der Semantikfunktion
Fized TimedFiring_Periodic(—intervalStart,_timePeriod,_intervalEnd), versucht im Zeitin-
tervall [LintervalStart, _interval End] periodisch einen Schaltvorgang durchzufithren. Mit
den Parametern _intervalStart und _interval End kann das Zeitintervall beziiglich der
absoluten Zeitachse eingeschrankt werden. Der Rhythmus der Schaltversuche wird durch
die Periode _timePeriod bestimmt.

Das aquivalente Konstruktionsmuster (Abb. (5.6)) fiir die periodische Version der fe-
sten zeitbewerteten Transitionen, entspricht im wesentlichen dem vorherigen Netzwerk.
Es muss nur die Aktivierung der Transition switch_test_on angepasst werden. Anstatt mit
einer einzelnen Marke, wird der Aktivierungsmechanismus nun, mithilfe der beiden festen
zeitbewerteten Transitionen switch_timer_on und switch_timer_of f, gebildet. Die beiden
Transitionen besitzen die Semantikfunktionen Fized TimedFiring_Single(-intervalStart)
und Fized TimedFiring-Single(-intervalEnd). Die Transformation von switch_timer_on und
switch_timer_off wurde bereits, mittels der ersten Variante, aufgezeigt.

prel

switch_cond_true change_post_places post1

pre2

cond_true . post2

pre3

switch_timer_on
test_on

switch_timer_off

cond_false

switch_cond_false switch_test_off

Abbildung 5.6: Aquivalentes Netzwerk fiir SF FizedTimedFiring_Periodic(., ., .).

5.2.6 Animation des Netzwerkes

Fiir die Klasse der diskrete Petrinetze bietet Snoopy einen Animationsmodus an, in dem
der Markenfluss nachvollzogen werden kann. Im Kontext der stochastischen Petrinetze ist
der Markenfluss, die grafische Animation eines einzelnen Simulationslaufes.
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Es findet jedoch nur eine angenidherte Wiedergabe des Simulationslaufes statt, da
die Abstédnde zwischen den Schaltvorgidngen konstant getaktet sind und die eigentlich
zeitlosen Schaltvorgénge zur besseren Illustration animiert werden. Die Animation kann,
mittels definierter Konfigurationssétze, parameterisiert werden.

5.2.7 Simulation des Netzwerkes

Snoopy simuliert das modellierte Netzwerk auf Grundlage der angepassten direkten Gillespie-
Methode (Abschnitt (4.2). In einer einzelnen Simulationsanfrage wird eine vorgegebene
Anzahl von Simulationsldufen berechnet. Die ermittelten Realisierungen sind voneinan-
der unabhéngig. Das Endergebnis der Simulationsanfrage ist die gemittelte Anzahl der
Marken auf den Pléatze zu bestimmten Ausgabezeitpunkten.

Eine Simulationsanfrage kann mit den folgenden Einstellungen parameterisiert werden:

e Konfigurationssitze fiir Markierungen, Ratenfunktionen und Parametern,
e Simulationsintervallende,
e Anzahl der Ausgabezeitintervalle und

e Anzahl der Simulationslaufe.

5.2.8 Darstellung der Simulationsergebnisse

Die Darstellung der Simulationsergebnisse geschieht in Snoopy entweder in Tabellenform
oder als grafische Ausgabe in Form eines Plots. Fiir beide Ausgabearten kénnen beliebig
viele Auspriagungen erzeugt werden. So ist es zum Beispiel moglich, verschiedene Plots
fiir unterschiedliche Platzmengen und Achsenauflésungen anzulegen.

Fiir eine Ergebnistabelle oder einen Plot kann die Auswahl der dargestellten Plétze
eingeschrankt werden. Zusétzlich kann fiir einen Plot das dargestellte Zeit- und Wertach-
senintervall angepasst werden.

5.2.9 Im- / Export

Grundsétzlich kann zwischen dem Im- und Export von Netzwerken, sowie dem Export
von Simulationsergebnissen unterschieden werden.

Das Werkzeug Snoopy stellt generell eine Vielzahl von Exportmdoglichkeiten zu weite-
ren Modellierungs- und Analyseprogrammen zur Verfiigung. Fiir eine genaue Auflistung
aller Programme, zu denen eine Exportfunktion existiert, wird auf den Anhang (A.4) ver-
wiesen. Neben dem Export zu externen Programmen kann auch zwischen den verschieden
Netzklassen von Snoopys konvertiert werden, siche Anhang (A.4).

Fiir den Export von berechneten Simulationsergebnissen in das weit verbreitete
CSV-Format, sind in Snoopy zwei prinzipielle Optionen vorgesehen. Zum einen wird ein
automatisches Abspeichern jedes Ergebnisses einer Simulationsanfrage angeboten und
zum anderem konnen Ergebnistabellen einzeln exportiert werden.
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5.3 Validierung

Zur Validierung des implementierten Simulationsalgorithmuses (Abschnitt (4.2) wurde das
Programmpacket Discrete stochastic models test suite (DSMTS) [6] benutzt. Es beinhaltet
eine Reihe von einfachen Testnetzwerken, fiir die exakte, analytisch bestimmte, System-
verhalten vorliegen. Von einem korrekt arbeitenden Simulator wird erwartet, dass sich die
gemittelten Simulationsergebnisse standardnormal verteilt um die analytischen Losungen
legen. Die jeweilig benutzte Standardnomalverteilung ist abhéingig von der Anzahl der
durchgefiithrten Simulationsléufe. Offensichtlich sollten die gemittelten Simulationsergeb-
nisse, umso genauer mit der analytischen Losung iibereinstimmen, je mehr Laufe simuliert
wurden. Fiir eine genauere Betrachtung, sei auf [6] verwiesen.

Der in Snoopy implementierte Algorithmus erfiillt, die in DSMTS aufgestellten Krite-
rien fiir einen korrekten Simulator.



Kapitel 6

Beispielanwendungen

In diesem Kapitel werden wir kiinstliche, sowie reale biochemische Netzwerke vorstellen,
die mit dem Werkzeug Snoopy modelliert und simuliert wurden. Die Petrinetze der realen
Modelle werden im Anhang (B.1 bis B.4) exakt definiert.

Wir folgen abermals den etablierten Konventionen und stellen eine stochastische Tran-
sition als unausgefiilltes Quadrat, eine zeitbewertete oder feste zeitbewertete Transition als
ausgefiilltes Quadrat und eine unmittelbare Transition als ausgefiilltes schmales Rechteck
dar.

6.1 Konstruierte Ein- und Ausgabebausteine

In diesem Abschnitt sollen Modellierungsbausteine fiir die Steuerung von Zu- und Ab-
fliilssen von Stoffmengen vorgestellt werden. Wir werden auch hier die Akronyme RF und
SF fiir die Begriffe Raten- und Semantikfunktion benutzen. Die Semantikfunktion aller
unmittelbaren Transition ist per Definition als Immediate Firing() festgelegt. Sie wird
daher im folgenden nicht explizit genannt.

Zeitgesteuerter Zu- und Abfluss

Im ersten einfachen Konstruktionsbeispiel (6.1) (Abb. (6.1)) betrachten wir eine einzelne
reversible Reaktion A < B. Sie wird durch die beiden Transitionen ¢1 (RF: BioMassAc-
tion(0.11)) und t2 (RF: BioMassAction(0.1)) modelliert. Die Reaktion A < B soll ein
geschlossenes biochemisches System darstellen.

Der zeitpunktgenaue Zu- und Abfluss von Marken wird durch die beiden festen zeitbe-
werteten Transitionen input (SF: FizedTimedFiring-Periodic(30,1,40)) und output (SF:
FizedTimedFiring_Periodic(10,1,20)) realisiert. Da an die Transition input keine Vorbe-
dingungen gestellt werden, schaltet diese garantiert an den Zeitpunkten 11,12,...,20.
Es werden dabei jeweils 1000 Marken zusétzlich auf den Platz A gelegt. Die Transition
output dagegen, zieht zu den Zeitpunkten 31,32, ...,40 jeweils 1000 Marken vom Platz
B ab, falls zu den jeweiligen Zeitpunkten mindestens 1000 Marken vorhanden sind. Die
Abbildung (6.2) zeigt einen einzelnen Simulationsverlauf fiir die ersten 100 Zeiteinheiten.

Als eine Variante (6.2) dieses Musters, wollen wir einen Abfluss aller aktuell vorhan-

denen Marken angeben (Abb. (6.3)).

29
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Output

Abbildung 6.1: Beispielnetzwerk (6.1) fiir zeitgesteuerten Zu- und Abfluss.
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Abbildung 6.2: Simulationsergebnis fiir Beispielnetzwerk (6.1) (einzelner Lauf).

Das Beispielnetzwerk ist so konstruiert, dass in periodischen Zeitabstéinden alle Mar-
ken, die sich momentan auf Platz B befinden, aus dem System entfernt werden. Dafiir
konsumiert die unmittelbare Transition output alle Marken einzeln von Platz B, bis kei-
ne Marke mehr auf Platz output_on gelesen werden kann. Die Belegung von Platz out-
put_on steuert die feste zeitbewertete Transition switch_output_on (SF: Fized TimedFi-
ring-Periodic(0,20,-SimEnd)) und die unmittelbare Transition switch_output_off. Die fe-
ste zeitbewertete Transition switch_output_on initiiert, periodisch aller 20 Zeiteinheiten,
einen Abfluss. Die unmittelbare Transition switch_output_off schaltet den Abfluss wieder
ab, sobald alle Marken von B abgehoben wurden. In dem Fall, dass man den Abfluss
nicht abschaltet, wiirde jede neu ankommende Marke auf Platz B unmittelbar entfernt.
Ein einzelner Simulationslauf ist in Abbildung (6.4) angegeben.

Markengesteuerter Zufluss

Abermals wird eine reversible Reaktion A <> B mit den stochastischen Transitionen ¢1
(RF: BioMassAction(0.1)) und t2 (RF: BioMassAction(0.005)) als geschlossenes System
vorausgesetzt. In diesem Fallbeispiel (6.3), siche Abbildung (6.5)), findet eine Erhéhung
der Markenanzahl fiir Platz A um 50 statt, sobald die Markierung von Platz A unter 30
sinkt.
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switch_output_on switch_output_off

Abbildung 6.3: Beispielnetzwerk (6.2) fiir zeitgesteuerten Abfluss.
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Abbildung 6.4: Simulationsergebnis fiir Beispielnetzwerk (6.2) (einzelner Lauf).

Realisiert wird dieses Verhalten durch die unmittelbare Transition input und die In-
hibitorkante, welche von Platz A zur Transition input fithrt. Diese Inhibitorkante ist mit
30 gewichtet und verhindert somit das Schalten von input, genau solange bis die Marken-
anzahl des Platzes A unter 30 sinkt.

Ist der Sperre aufgehoben, werden sofort 50 Marken auf Platz A gelegt und ein weiterer
Zufluss wird, bis auf weiteres, wieder verhindert. Die Grafik (6.6) zeigt das Simulations-
verhalten eines einzelnen Laufes.

Ein zweites Beispielnetzwerk (6.4) fiir einen markengesteuerten Zufluss ist in der Ab-
bildung (6.7) angegeben. Die Transitionen t1 (RF: BioMassAction(0.1)) und t2 (REF:
BioMassAction(0.2)) bilden die reversible Reaktion A < B.

Um ein signifikantes Verbrauchen von Marken fiir das System zu simulieren, ist die
zeitbewertete Transition output (SF: TimedFiring(5)) integriert worden. Sie entfernt aller
5 Zeiteinheiten nach ihrer Aktivierung jeweils 10 Marken von Platz B. Eine Zufuhr von je-
weils 5 Marken wird, mittels der zeitbewerteten Transition input (SF: TimedFiring(0.5)),
immer genau dann initiiert, sobald die Anzahl der Marken auf Platz A unter 10 fallt.
Der Zufluss um jeweils eine Marke auf Platz A geschieht periodisch aller 0.5 Zeiteinheiten
nach der Aktivierung von input.
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Abbildung 6.6: Simulationsergebnis fiir Beispielnetzwerk (6.3) (einzelner Lauf).

Die Steuerung, wann die Transition input schaltet, wird mittels den unmittelbaren
Transitionen switch_on und switch_off, sowie den Platzen input_on und input_of f be-
werkstelligt. Der Zufluss wird durch die Transition switch_on angeschaltet, sobald diese
nicht linger mit mehr als 10 Marken auf Platz A gesperrt wird. Die einzelne Marke
von Platz input_on wechselt, mittels der unmittelbaren Transition switch-of f, zu Platz
input_of f, falls mindestens 30 Marken auf Platz A gelesen werden koénnen.

Die beiden Grafiken der Abbildung (6.8) zeigen zum einen, einen isolierten Simulati-
onslauf und zum anderen, das gemittelte Ergebnis von 100 Simulationslédufen. In der linken
Grafiken kann man das An- und Abschalten (Platz input_on), beziiglich der Markierung
von A, nachvollziehen. In der rechten Grafik dagegen, ist die Oszillation von Platz A und
B zu erkennen, die auf das wechselnde An- und Ausschalten der Markenzufuhr basiert.

Wechsel von deterministischen zu stochastischen Transitionen

In den folgenden zwei Netzwerken soll exemplarisch ein einfaches Umschalten zwischen
deterministischen und stochastischen Transitionen gezeigt werden. Zunéchst wird ein zeit-
gesteuerter Wechsel vorgestellt, danach wird eine Moglichkeit aufgezeigt, wie ein marken-
gesteuertes Umschalten realisiert werden kann.

Wir betrachten in beiden Féllen eine Reaktion A — B, die durch die stochastische
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input_on

input_off

switch_off

Abbildung 6.7: Beispielnetzwerk (6.4) fiir markengesteuerter Zufluss.
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Abbildung 6.8: Ergebnisse fiir Beispielnetzwerk (6.4), Laufe: 1 (links) und 100 (rechts).

Transitionen t_stoch (RF: BioMassAction(0.1)) und die zeitbewertete Transition ¢_det
(SE: TimedFiring(0.25)) modelliert wird. Durch die gewé#hlte Netzstruktur ist zu jedem
Zeitpunkt gewihrleistet, dass nur eine der beiden Transitionen Marken von Platz A zu
Platz B transferieren kann. Es findet also entweder ein stochastischer oder ein determini-
stischer Markenfluss statt.

Beim Beispiel (6.5) des zeitgesteuerten Umschaltens (Abb. (6.9)) wird eine einzelne
Marke zwischen den beiden Plétzen stochastic_on und det_on bewegt. Dies geschieht durch
die feste zeitbewertete Transitionen switch_to_stoch (SF: Fized TimedFiring(10)) und
switch_to_det (SF: FizedTimedFiring(10)). Sie schalten zu den Zeitpunkten 10 und 30
zwischen den Transitionen t_stoch und t_det um. Diese sind mit ihren korrespondierenden
Platzen stochastic_on und det_on, mittels jeweils einer Lesekante verbunden.

Das Grundprinzip bleibt fiir das markengesteuerte Umschalten (6.6), siche Abbildung
(6.10), erhalten. Auch hier wird die aktuelle Information, ob die stochastische Transition
t_stoch oder die deterministische Transition t_det aktiv ist, in den Plédtzen stochastic_on

und det_on kodiert.
Sobald die Markenanzahl auf Platz A unter die Grenze von 700 fallt, wird einmalig die
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stochastic_on

t_stoch

switch_to_stoch switch_to_det

det_on

Abbildung 6.9: Beispielnetzwerk (6.5) fiir zeitgesteuertes Umschalten.

stochastic_on

stochastic_on

switch_to_stoch

Abbildung 6.10: Beispielnetzwerk (6.6) fiir markengesteuertes Umschalten.

unmittelbare Transition switch_to_det geschaltet und die Transition ¢_stoch wird de- und
die Transition t_det wird aktiviert. Die Reaktion A — B schaltet solange deterministisch,
bis die Anzahl der Marken auf Platz A unter 600 sinkt. Tritt dieser Fall ein, schaltet
die unmittelbare Transition switch_to_stoch und die Platze stoch_on und det_on werden
entsprechend belegt.

Die Grafiken der Abbildung (6.11) zeigen das jeweilige Verhalten der beiden Varianten
fiir einen einzelnen Simulationslauf.
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X ‘ ‘ ‘ ‘ X
B 600 [ d b o S 600 e
= ‘ ‘ ‘ ‘ =
T e e S P aPEkL 400 .
ol S ]fB E . 200 .
0 - } 0
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Time Time

Abbildung 6.11: Ergebnisse fiir die Netzwerke (6.5) und (6.6) (einzelne Laufe).
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6.2 Jaiger-Beute-Modell von Lotka-Volterra

Das einfache Jager-Beute-Modell von Lotka-Volterra (Abb. (6.12)) reprasentiert ein kiinst-
liches Okosystem, in dem die Interaktion der Populationen von Pflanzen- und Fleischfres-
sern modelliert wird. Bereits 1976 hat Gillespie [13], anhand dieses Beispiels, die Not-
wendigkeit einer stochastischen Betrachtungsweise gegeniiber der deterministischen Mo-
dellierung aufgezeigt. Die beiden Grafiken in Abbildung (B.1) stellen die Ergebnisse einer
stochastischen und einer deterministischen Simulation gegeniiber.

reproduction_of_prey predator_death

Abbildung 6.12: Jiger-Beute-Modell von Lotka-Volterra.

5000 ot Prey L 2000 J J ' Prey L
‘ ‘ Predator - Predator -
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= 2000 =
1000 | | | |
. . N B N
0 20 40 60 80 100

Time

Abbildung 6.13: Simulation des Jager-Beute-Modelles: stoch. (links), det. (rechts).
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6.3 Zellzyklus-Modell von Tyson

Die Abbildung (6.14) zeigt das Zellzyklus-Modell von Tyson [30]. Dieses offene Modell be-
sitzt die Transitionen r_1 und r_7 fiir den Zu- und Abfluss von Marken. Charakteristisch
fiir dieses Modell ist die Oszillation der beteiligten Stoffe, siche Abbildung (6.14) und
Anhang (B.2). Ausloser dieser Oszillation ist die Autokatalyseeigenschaft der Transition

r_4p [30].

S

Parameter

Abbildung 6.14: Zellzyklus-Modell von Tyson.
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Abbildung 6.15: Simulationsergebnis vom Zellzyklus-Modell von Tyson: pM, M.
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6.4 MAPK-Kaskade von Levchenko

Das hier betrachtete Modell der MAPK-Kaskade wurde als Differentialgleichungssystem
in [20] von Levchenko vorgestellt. Dieses Netzwerk wurde unter anderem als Fallstudie in
[12] ausfiihrlich untersucht. Dort werden die Modellierungs- und Analysefidhigkeiten von
diskreten, stochastischen und kontinuierlichen Petrinetzen illustriert und in Beziehung ge-
stellt. Wir geben hier eine Version als Beispiel fiir den Konzentrationsintervallansatz von
Calder et. al an, siche Abschnitt (3.3). Simulationsergebnisse und die komplette Definition
des Modells ist im Anhang (B.3) zu finden.

Raf_RasGTP

RasGTP

k16/k17 k13/k14
IS =] I S (=1
MEKP_Phase2 MEKPP_Phagd2
Phase2 .
oF 7 O
k19/k20 k22/k23

I S =] i N S [

ERKP_Phase3

Phase3

Parameter

Abbildung 6.16: MAPK-Kaskade von Levchenko.
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6.5 Lac Operon-Modell

Dieses Modell (Abb. (6.17) und Anhang (B.4)) wird von Wilkinson [32] als klassisches Bei-
spiel eines Genregulationsnetzwerkes angegeben. Das Laktose-Operon spielt eine wichtige
Rolle beim Transport und beim Abbau von Laktose in Bakterien.

An diesem Modell soll der Einsatz einer festen zeitbewerteten Transition gezeigt wer-
den. Die Transition Intervention (SF: FizedTimedFiring-Periodic(0,50000,-SimEnd)) er-
hoht die Anzahl der Laktose-Molekiile, um jeweils 10000, aller 50000 Zeiteinheiten, siehe
Abbildung (6.18). Der Platz Z symbolisiert das Enzym [-Galactosidase. In der Abbil-
dung (6.19) kann die entsprechende Reaktion auf die Hinzugabe der Laktose-Molekiile
nachvollzogen werden.

InhibitorRnaDegradation InhibitorDegradation

ILactose

Transcription

LactoselnhibitorDegradation Intervention RnaDegradation

=

Parameter ZDegradation

Abbildung 6.17: Lac Operon-Modell.
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Abbildung 6.18: Simulationsergebnis vom Lac Operon-Modell: Laktose.
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Abbildung 6.19: Simulationsergebnis vom Lac Operon-Modell: Z.



KAPITEL 6. BEISPIELANWENDUNGEN

70



Kapitel 7

Zusammenfassung und Ausblick

Zum Abschluss der Diplomarbeit soll eine Zusammenfassung gegeben und ein Ausblick
auf weitere mogliche Aufgaben formuliert werden.

7.1 Zusammenfassung

Im Rahmen dieser Diplomarbeit wurde ein Werkzeug implementiert, welches es ermoglicht,
stochastische Petrinetze zu modellieren und zu simulieren. Als erstes wurden dabei die
semantischen Grundlagen, in Form der stochastischen Prozesse, beleuchtet.

Anschlielend wurde eine Definition fiir stochastische Petrinetze entwickelt, die den
verschiedenen Aspekten der Modellierung von biochemische Netzwerken Rechnung tragt.
So wurden zum Beispiel spezielle Ratenfunktionen fiir die stochastische Massenwirkungs-
kinetik und feste zeitbewertete Transitionen fiir zeitpunktgenaue Netzmanipulationen vor-
gestellt. Dabei wurde aufgezeigt, das die zusétzlich eingefithrten Komponenten nicht da-
zufiihren, das sich die in Snoopy erstellten Netzwerke aus den anerkannten Netzklassen
DSPN bzw. eDSPN heraus bewegen.

Fiir die stochastische Simulation in Snoopy wurde eine angepasste Version der direk-
ten Gillespie-Methode implementiert.

Anhand biochemischer Modelle wurde die Anwendung der neuen Petrinetzklasse in
Snoopy aufgezeigt.

7.2 Ausblick

Ein wesentlicher Ansatzpunkt fiir weitere Betrachtungen im Umfeld der stochastischen
Modellierung von biochemischen Netzwerken, ist die Untersuchung der Auswirkungen
von deterministischen Transitionen, auf die Struktur der modellierten stochastischen Pro-
zesse. Besonders interessant wéren diese Betrachtungen fiir die Beantwortung der Frage
nach der grundsétzlichen Analysefahigkeit, beziiglich struktureller und temporallogischer
Eigenschaften solcher Netzwerke.

Mogliche weitergehende Aufgaben am Werkzeug Snoopy sind:

71
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die Implementierung von approximativen Simulationsverfahren,

eine automatische Auswahl von Simulationsverfahren, auf Basis der vorliegenden
Netzeigenschaften,

die Darstellung mehrerer Simulationslaufe in einem Plot und

der Export der Plots als Grafik.



Anhang A

Implementierungsstruktur

Dieses Kapitel beschreibt die Struktur des entwickelten Werkzeuges und die zur Verfiigung
stehenden Einstellungsmoglichkeiten, der in Abschnitt (5.2) benannten Leistungsmerk-
male. Dariiber hinaus sollen dem Anwender die wesentlichen Dialoge und Elemente der
Benutzerschnittstelle ndher gebracht werden. Dabei wird sich auf die implementierte Netz-
klasse der stochastischen Petrinetze beschrankt.

A.1 Netzklasse Stochastic Petri Net

Die neu erstellte Netzklasse heifit Stochastic Petri Net. Sie ist adquivalent mit der Klasse
DSPNs, welche in Unterabschnitt (3.4.2) definiert wurde.

Folgende Strukturelemente stehen zur Modellierung bereit:
e Knotenarten:

— Place

— Transition

— Parameter

— Coarse Place

— Coarse Transition

— Coarse Parameter
e Kantenarten:

— Edge
— Inhibitor Edge
— Read Edge

e Zusitzliche Komponenten zur Modellierung:

— LookUp-Table
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— Parameter

— Coarse Parameter
e Zusitzliche Komponenten zur Ergebnisdarstellung:

— Table
— Plot

A.1.1 Stochastische Petrinetzknoten

In diesem Abschnitt werden die verschiedenen Knotenarten der neuen Netzklasse im De-
tail besprochen. Sie stellen, neben den Kanten, die Strukturelemente des Netzwerkes dar.
Es wird vor allem auf die Attribute der Elemente und deren Manipulationsmoglichkeiten
eingegangen.

Platze

Der Knotentyp Place besitzt die Attribute ID, Name, Markierungen, Logisch und
Kommentar. Markierungen kénnen in Konfigurationssiatzen organisiert werden, siehe
Unterabschnitt (5.2.3).

Zur besseren Ubersichtlichkeit von komplizierten Netzstrukturen wird in Snoopy die
Moglichkeit angeboten, von einem Platz mehrere grafische Représentationen zu erstellen.
Hierfiir miissen alle Knoten denselben Namen besitzen und es muss jeweils die Eigenschaft
Logisch aktiviert sein. Logische Plédtze werden grau dargestellt.

Ebenfalls werden grafische Gestaltungsmoglichkeiten und ein Kommentarfeld angebo-
ten, die bereits aus der diskreten Petrinetzklasse bekannt sind.

Transitionen

Der Knotentyp Transition verfiigt iiber die Attribute ID, Name, Funktionen, Lo-
gisch und Kommentar.

Es werden zur schnellen und komfortablen Verwaltung von Raten- und Semantikfunk-
tionen Konfigurationssitze angeboten, sieche Unterabschnitt (5.2.3).

Die Eigenschaft Logisch fiir Transitionen besitzt dieselbe Semantik, wie im Fall der
Plédtze. Eine Transition kann somit mehrere grafische Auspriagungen besitzen.

Auch hier stehen die bekannten grafischen Gestaltungsmoglichkeiten und ein Kom-
mentarfeld zur Verfiigung.

Grobpliatze und -transitionen
Das Werkzeug Snoopy verfiigt iiber die Fahigkeit Netzelemente hierarchisch auf meh-

reren Ebenen zu organisieren. Hierfiir werden Grobplédtze und -transitionen verwendet.
Sie repréisentieren ein, in der Hierarchie tiefer gelegenes Teilnetz.
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Fiir die Verkniipfung von Netzelementen eines hoheren Teilnetzes mit denen eines tiefe-
ren, miissen lediglich Kanten von einem Platz bzw. einer Transition zum entsprechenden
Grobplatz oder -transition gezogen werden.

Die Knotentypen Grobplatz und -transition verfiigen iiber die Attribute Name
und Kommentar, sowie iiber die bekannten grafischen Gestaltungsmaglichkeiten.

A.1.2 Stochastische Petrinetzkanten

Die Netzklasse der stochastischen Petrinetze besitzt drei Arten von Kanten, die im we-
sentlichen aus der Klasse der erweiterten diskreten Petrinetze bekannt sind [9].

Kanten

Die Kanten sind gerichtet und kénnen durch das Attribut Multiplicity ganzzahlig nicht-
negativ gewichtet werden. Des weiteren ist es moglich ein Kommentar hinzuzufiigen und
es steht die Option zur grafischen Einfarbung zur Verfiigung.

Inhibitorkanten

Die Semantik der Inhibitorkanten wurde in Unterabschnitt (3.4.1) beschrieben. Sie sind
gerichtet und konnen lediglich zwischen Plédtzen und Transitionen gezogen werden. Als
Kantenspitze wird ein unausgefiillter Kreis verwendet.

Das Kantengewicht wird durch das Attribut Multiplicity quantifiziert, welches ganz-
zahlig und nicht-negativ ist. Wie bei den normalen Kanten ist es moglich einen Kom-
mentar anzugeben und die grafische Darstellung einzuférben.

Lesekanten

Die Lesekanten wurden ebenfalls bereits in Unterabschnitt (3.4.2) vorgestellt. Auch sie
konnen nur von Platzen zu Transitionen gezeichnet werden. In diesem Fall wird als Kan-
tenspitze ein ausgefiillter Kreis benutzt.

Das Kantengewicht Multiplicity ist ganzzahlig und nicht-negativ. Die Mo&glichkeit
fiir das Hinzufiigen eines Kommentars und die Option zur grafischen Einfarbung sind
obligatorisch.

A.1.3 Zusitzliche Komponenten zur Modellierung

Neben den Strukturelementen (Plitze, Transitionen und Kanten) werden zusétzliche Kom-
ponenten angeboten, welche die Modellierung der Quantitidten des Netzwerkes erleichtern
sollen.

Wertetabellen

Eine Wertetabelle stellt eine reellwertige frei definierbare Funktion dar, siehe Unterab-
schnitt (5.2.2). Ihre Zuordnungsvorschrift wird nicht geschlossen, in Gestalt einer Formel,
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angegeben, sondern sie wird einzeln fiir jedes (z, f(z))-Paar definiert. Die hier spezifizier-
ten Funktionen kénnen zur Formulierung von Raten- oder Semantikfunktionen genutzt
werden, sieche Abschnitt (5.2).

Fiir den Fall, das wihrend einer Berechnung ein nicht explizit definierter Funktions-
wert angefordert wird, muss ein fester Standardriickgabewert festgelegt werden. Dies
bedeutet, das alle nicht explizit definierten Werte = aus dem Wertebereich der reellen
Zahlen auf den Standardriickgabewert abgebildet werden.

Parameter

Der Knotentyp Parameter représentiert einen numerischen Wert, der fiir die Konstrukti-
on von Ratenfunktionen eingesetzt werden kann. Er verfiigt iiber die Attribute ID, Name
und Parameter.

Mithilfe der Definition von Parameter-Konfigurationssédtzen konnen verschiedene re-
ellwertige Ausprigungen fiir einen Parameter verwaltet werden.

Grobparameter

Zur besseren Ubersichtlichkeit kénnen Parameter mittels eines Grobparameter-Knotens
thematisch gruppiert und in eine eigene Netzebene verschoben werden.

A.1.4 Zusiatzliche Komponenten zur Ergebnisdarstellung

Die Ergebnisse einer Simulationsanfrage werden entweder tabellarisch oder grafisch als
Plot préasentiert. Damit bestimmte Platzmengen und Zeitintervalle isoliert betrachtet wer-
den koénnen, wurden die Knotentypen Tabelle und Plot integriert. Sie werden direkt, in-
nerhalb des zentralen Simulationsdialoges (Abschnitt (A.2)), verwaltet und besitzen keine
grafische Ausprigung als Netzelement.

Eine Haupttabelle bzw. ein Hauptplot sind standardméfig fiir jedes Netzwerk defi-
niert. Sie konnen nicht vom Anwender umbenannt oder geléscht werden.

Tabellen

Die Komponente Tabelle besitzt die Attribute Name und Kommentar. Mithilfe der

Auswahlliste Platzauswahl werden die Pldtze markiert, die in der Tabelle als Spalten
aufgefiihrt werden sollen (Abb. (A.1)).

Plot

Die Komponente Plot besitzt ebenfalls die Attribute Name, Kommentar und Platz-
auswahl. Es besteht die Mdoglichkeit, ein automatisches oder festes Justieren des Dar-
stellungsbereiches festzulegen. Die Option Justierung gibt diese Auswahl vor. Ist die
Auswahl auf fest gestellt, werden die Darstellungsinterval Plot-Koordinatensystemes ent-
sprechend angepasst.
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Abbildung A.1: Simulationsdialog mit Ergebnisdarstellung als Tabelle.

A.1.5 Konfigurationssitze

Mit dem Konzept der Konfigurationsséitze soll dem Anwender die Moglichkeit gegeben
werden, ein strukturell unverdndertes Netz schnell und komfortabel mit flexiblen Markie-
rungen, Ratenfunktionen und Parametern zu animieren und zu simulieren.

So ist es zum Beispiel moglich, mehrere Anfangsmarkierungen fiir ein Netzwerk anzu-
legen. Besteht nun der Wunsch, das Verhalten des Netzwerkes fiir verschiedene Anfangs-
markierungen unter verdnderten Ratenfunktionen zu beobachten, ist es nicht notig im
Editiermodus die einzelnen Platzmarkierungen anzupassen.

Die Konfigurationssétze werden in den entsprechenden Ubersichtsdialogen fiir Markie-
rungen, Funktionen und Parametern verwaltet, siehe Abbildung (A.2). Standardméfig ist
fiir jedes Netzwerk ein Hauptkonfigurationssatz fiir Markierungen, Ratenfunktionen und
Parametern angelegt, der nicht umbenannt oder geléscht werden kann.

In der grafischen Reprasentation des Netzwerkes werden stets die Ausprigungen der
entsprechenden Hauptkonfigurationssitze angezeigt.

A.1.6 Eingabeassistent fiir Raten- und Semantikfunktionen

Der Eingabeassistent fiir die Raten- und Semantikfunktionen (Abb. (A.3)) soll dem An-
wender eine Unterstiitzung fiir die korrekte Formulierung von Funktionen bieten. Es wer-
den nur Netzkomponenten und mathematischen Funktionen angezeigt, die zur Bildung
der entsprechenden Formel herangezogen werden diirfen.

So werden alle Vorplatze der jeweiligen Transition, alle definierten Parameter, alle
definierten Wertetabellen, sowie die vorhandenen mathematischen Funktionen in einer
Ubersicht angeboten.

Die vordefinierten Funktionen sind in Tabelle (A.1) aufgelistet. Die vordefinierten
Parameter konnen in Tabelle (A.2) nach gelesen werden.

Die vorgegebenen Parameter sind vor allem fiir die Definition von Zeitintervallen be-
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Abbildung A.2: Konfigurationssatzdialog fiir Raten- und Semantikfunktionen.

stimmt. Angenommen eine feste zeitbewertete Transition ffizeqrimed ist mit der Seman-
tikfunktion Fized TimedFiring-Periodic(0, 5, (-SimEnd-30)) angegeben. Dann versucht
tfizedrimea aller 5 Zeiteinheiten zu schalten, bis 30 Zeiteinheiten vor Simulationsende.
Werden nun Simulationsanfragen mit verschiedenen Simulationslingen an das System
gestellt, passt sich das Zeitintervall der festen zeitbewerteten Transition t_fixzedTimed
automatisch an.

A.2 Simulation

Die Steuerung einer Simulationsanfrage und die Darstellung des entsprechenden FErgeb-
nisses befindet sich im Simulationsdialog (Abb. (A.3)). Dabei ist im linken Bereich die
Eingabe fiir die Anfrageparameter, im mittleren Teil die Ergebnisdarstellung und im rech-
ten die Verwaltung der Darstellungskomponenten angeordnet. Auf die beiden letzteren
Bereiche wird erst im néachsten Abschnitt eingegangen.

Wie im Unterabschnitt (5.2.3) beschrieben, konnen jeder Simulationsanfrage verschie-
dene Konfigurationssitze, beziiglich Markierung, Ratenfunktionen und Parametern, zu
Grunde gelegt werden.

Folgende weitere Einstellungen sind moglich:

e Zeitende fiir Simulationsintervall
e Anzahl der Ausgabezeitintervalle

e Anzahl der zu simulierenden Liufe

Je grofler die Anzahl der Ausgabezeitintervalle gewahlt wird, umso feiner ist die Un-
terteilung des gesamten Simulationsintervalles fiir die Ausgabe. Die Beispiele aus Tabelle
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Abbildung A.3: Dialog des Eingabeassistents fiir Raten- und Semantikfunktionen.

(A.3) sollen die Beziehung zwischen Simulationszeitintervallgroe und Anzahl der Ausga-
bezeitintervalle verdeutlichen.

Eine groflere Anzahl von Ausgabeintervallen verursacht eine Verschlechterung des
Laufzeitverhaltens, da innerhalb eines Simulationslaufes mehr Ergebnisausgabepunkte er-
zeugt werden miissen.

A.3 Darstellung der Simulationsergebnisse

Im mittleren und rechten Teil des Simulationsdialoges befinden sich zum einen, der Bereich
fiir die aktuelle Ausgabetabelle oder den aktuellen Plot und zum anderen, die Verwaltung
der Ergebnisdarstellungskomponenten.

Die Tabellen und Plots sind durch einfaches Anklicken des entsprechenden Eintrages
im Verwaltungsbaum auswéhlbar. Unter dem Verwaltungsbaum ist eine Auswahlliste fiir
die angezeigten Plidtze der aktuellen Darstellungskomponente zu finden.

Der Darstellungsbereich fiir einen momentan geladenen Plot ldsst sich, mittels den
darunter liegenden Schaltknopfen, verdindern.

Folgende Funktionen sind mit den Schaltknopfen verbunden (von links nach rechts):

e Wertachse stauchen

Wertachse strecken

Zeitachse stauchen

Zeitachse strecken

e Hinein zoomen
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Funktion

Bedeutung

BioMassAction( . )

Ratenfunktion fiir Molekiilinterpretation
von Marken, siehe Definition (3.9)

BioLevellnterpretation( . )

Ratenfunktion fiir Intervallinterpretation
von Marken, siehe Definition (3.10)

ImmediateFiring()

unmittelbare Transition, siehe
Unterabschnitt (3.4.1)

TimedFiring( . )

zeitbewertete Transition, siche
Unterabschnitt (3.4.2)

Fixed TimedFiring_Single( .

)

feste zeitbewertete Transition mit einmaligem
Schaltversuch, siche Unterabschnitt (5.2.5)

Fixed TimedFiring_Periodic( .

g .

)

0

feste zeitbewertete Transition mit periodischen
Schaltversuchen, siche Unterabschnitt (5.2.5)

abs( . ) Absolutwert

acos( . ) Arkuskosinus-Funktion
asin( . ) Arkussinus-Funktion
atan( . ) Arkustangens-Funktion
ceil( . ) Aufrunden

cos( . ) Kosinus-Funktion

exp( . ) Exponential-Funktion
sin( . ) Sinus-Funktion

sqr( . ) Quadrat

sart( . ) Wurzel

tan( . ) Tangens-Funktion
floor( . ) Abrunden

log( . ) Logarithmus zur Basis e
log10( . ) Logarithmus zur Basis 10
pow( . ) Exponent

Tabelle A.1: Angebotene Raten-/Semantikfunktionen und mathematischen Funktionen.

e Heraus zoomen

e Zentrieren des Darstellungsbereiches

Die Kurven werden zwischen den exakt berechneten Punkten mit Geraden interpoliert.
Die ermittelten Punkte werden auf einer Kurve mit einem kleinen Kreis gekennzeichnet.
Mittels Anklicken einer dieser Kreise, wird der jeweiligen Wert und der Platzname der
Kurve neben den Schaltknépfen angezeigt.

A.4 Export

Beziiglich des Exports, wird zwischen dem Abspeichern von Simulationsergebnissen und
dem Konvertieren von Netzwerken in andere Netzklassen unterschieden.



ANHANG A. IMPLEMENTIERUNGSSTRUKTUR 81

Parameter | Bedeutung

_SimStart Anfangszeitpunkt des Simulationsintervalles,
besitzt den festen Wert Null

SimEnd Endzeitpunkt des Simulationsintervalles

SimTime aktueller Zeitpunkt des Simulationslaufes

Tabelle A.2: Vordefinierte Zeitparameter.
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Abbildung A.4: Simulationsdialog mit Ergebnisdarstellung als Plot.

CSV-Export

Auch der Export von Simulationsergebnissen wird, innerhalb des Simulationsdialoges,
gesteuert. Im linken Bereich befindet sich eine Auswahloption fiir die Aktivierung des
direkten CSV-Export. Ist die Option markiert, wird automatisch fiir jedes Ergebnis einer
jeden Simulationsanfrage eine Exportdatei erzeugt. Im dazugehérigen Eigenschaftsdialog
kann der Name der Exportdatei und das zu benutzende Trennzeichen fiir die Erzeugung
der Tabellenstruktur spezifiziert werden. Fiir den direkten CSV-Export werden stets die
Platzauswahl und das Zeitintervall der Haupttabelle benutzt.

Neben dem automatischen CSV-Export konnen auch die Ergebnisdaten jeder Darstel-
lungskomponente, Tabelle oder Plot, einzeln exportiert werden. Hierbei wird explizit ein
Dateiname, sowie das Trennzeichen festgelegt. Platzauswahl und Zeitintervall werden aus
der Parameterisierung der Darstellungskomponente iibernommen.
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Gesamtintervall | Anzahl der Intervalle | Grof3e der Intervalle

20 50 Ausgabe pro 1 Zeiteinheit

50 100 Ausgabe pro 0.5 Zeiteinheiten
50 25 Ausgabe pro 2 Zeiteinheiten

Tabelle A.3: Beziehungen zwischen Anzahl und Grofle der Ausgabeintervalle

Export in andere Netzklassen

Ein stochastisches Petrinetz kann in ein diskretes oder kontinuierliches Petrinetz um-
gewandelt werden. Dies geschieht durch die allgemeine Exportfunktion von Snoopy. Das
Konzept der Konfigurationssétze wird bisher fiir die Netzklassen der diskreten und kon-
tinuierlichen Petrinetze nur eingeschréankt unterstiitzt. Aus diesem Grund kann jeweils
nur ein Konfigurationssatz fiir Markierungen, Funktionen und Parametern ausgewahlt
werden.

Die Informationen iiber Funktionen und Parameter sind fiir diskrete Netzwerke nicht
relevant und werden ignoriert.

Stochastische Raten- und Semantikfunktionen werden im Kontext der kontinuierlichen
Petrinetze als Schaltgeschwindigkeitsfunktionen (siehe [28]) interpretiert. Es wird jedoch
im Allgemeinen zu Fehlern bei der Interpretation kommen, da eine Vielzahl der speziellen
stochastischen Raten- und Semantikfunktionen in kontinuierlichen Petrinetzen unbekannt
sind. Parameter werden automatisch iibernommen.

Import in andere Netzklassen

Die Transformation eines diskreten Petrinetzes in ein stochastisches Petrinetz kann, mit-
tels der Exportfunktion des diskreten Petrinetzes, durchgefiihrt werden. Die Markierungen
des diskreten Netzwerkes werden als Hauptkonfigurationssatz iibernommen. Die Raten-
funktionen in den stochastischen Petrinetzen werden als konstante Funktionen mit Wert
Eins definiert.
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Export in andere Petrinetzwerkzeuge oder -formate

Die Tabelle (A.4) enthélt alle Programme oder Formate, in die ein Export der Netz-
werke moglich ist.

Programme

EPS

MIF

Xfig

APNN

INA

Lola

PEP (low level, without layout)
Prod

TINA

Tabelle A.4: Liste der Programme oder Formate, in die exportiert werden kann.



Anhang B

Petrinetze und
Simulationsergebnisse

B.1 Jager-Beute-Modell von Lotka-Volterra

Reaktionen

reproduction_of _prey : Prey — 2 x Prey
predator_death : Predator — 0

consumption_of _prey : Prey + Predator —— 2 % Predator

Anfangsmarkierung
Prey = 1000
Predator = 1000
Ratenfunktionen
reproduction of prey = BioMassAction(c;)
predator_death = BioMassAction(cy)
consumption_of _prey = BioMassAction(cs)
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Parameter

CciT = 10
Cy = 10
C3 = 0.01
Simulationsergebnisse
5000 T " Prey . E
1 : Predator ---x--
4000 1 1
2 3000
=
]
= 2000
1000
0

Abbildung B.1: Simulationsergebnisse des Jéager-Beute-Modelles fiir einen Lauf.
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B.2 Zellzyklus von Tyson

Reaktionen

rq: @ e Y Is : M — CQ + YP
rs:Y — 0 re: YP — 1]
r3:CP+Y — pM r,:) — YP
rg:pM — M rg:C2 — CP
ryp :pM+2+xM — 3xM rg :CP — (C2
Anfangsmarkierung
YP = 0 M =0 C2 = 1000
Ratenfunktionen
ry = C1 %V s — Cg* M
s = Cog* Y ¢ — Cg* M
rg = c3%Y xCPxv 2 rr = cr*xYP
ry = cgxpM rg = cgx*xC2
ry = Cgp*pM*xMx (M —1)xv 2 rg = cgx*xCP
Parameter
¢g = 0.015 cyp = 180 cg = 100
Cy = 0 Cy = 0 Cg = 100
Cy3 = 200 Cg = 1 v = 1000

¢y = 0.018 cr = 0.6
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Simulationsergebnisse

DB |

W ’ X SREK 7 ;

£
1.
]
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Marking
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X
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X
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0
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Abbildung B.2: Simulationsergebnis des Zellzyklus-Modelles von Tyson: YP, Y.

Marking

400

0 50 100 150 200
Time

Abbildung B.3: Simulationsergebnis des Zellzyklus-Modelles von Tyson: CP, C2.

Weitere Simulationsergebnisse fiir die Stoffe pM und M sind in der Abbildung (6.15) zu

sehen.
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B.3 MAPK-Kaskade von Levchenko

Reaktionen

r; : Raf + RasGTP
ro : Raf_RasGTP
rs : Raf_RasGTP

r4 : RafP + Phasel
r5 : RafP_Phasel
r¢ : RafP_Phasel
r7 : MEK + RafP

rg : MEK_RafP

rg : MEK_RafP

rip : MEKP + RafP
ri1 : MEKP_RafP

ri2 : MEKP_RafP

riz : MEKPP + Phase2
ri4 : MEKPP_Phase2
ri5 : MEKPP_Phase2
rig : MEKP + Phase2
ri7 : MEKP_Phase2
ris : MEKP_Phase2
rig : ERK + MEKPP
roo : ERK_IMEKPP
ro; : ERK_IMEKPP
ros : ERKP + MEKPP
ro3 : ERKP_MEKPP
ro4 : ERKP_MEKPP
ro5 : ERKPP + Phase3
rag : ERKPP_Phase3
ro7 : ERKPP_Phase3
rag : ERKP + Phase3
rag : ERKP_Phase3
rzo : ERKP_Phase3

Raf_RasGTP

Raf + RasGTP
RasGTP + RafP
RafP_Phasel
RafP + Phasel
Raf + Phasel
MEK_RafP

MEK + RafP
MEKP + RafP
MEKP _RafP
MEKP + RafP
MEKPP + RafP
MEKPP _Phase2
MEKPP + Phase2
MEKP + Phase2
MEKP_Phase2
MEKP + Phase2
MEK + Phase2
ERK_MEKPP
ERK + MEKPP
ERKP + MEKPP
ERKP_MEKPP
ERKP + MEKPP
ERKPP + MEKPP
ERKPP_Phase3
ERKPP + Phase3
ERKP + Phase3
ERKP_Phase3
ERKP + Phase3
ERK + Phase3
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Anfangsmarkierung

RasGTP =

Raf =
Raf_RasGTP =
RafP =
RafP_Phasel =
MEK =
MEK_RafP =

MEKP

Ratenfunktionen

S OO N OO O =

MEKP_RafP
MEKPP
MEKPP _Phase2
MEKP_Phase2
ERK
ERK_MEKPP
ERKP
ERKP_MEKPP

S O O W o o o o

ERKPP
ERKPP_Phase3
ERKP_Phase3
Phasel

Phase?2

Phase3

N

Fiir jede Reaktion gilt r; = BioLevellnterpretation(k;, N), wobei i € {1,...,30}.

Parameter
k, = 1.0
ke = 04
ks = 0.1
ky = 0.5
ks = 0.5
k¢ = 0.1
k; = 3.3
ks = 0.42
kg = 0.1

ki, = 0.4
ki, = 0.1
ki; = 10.0
kiy = 0.8
ki; = 0.1
ki = 10.0
ki; = 0.8
kis = 0.1
kg = 20.0
kyy = 0.6

kyy = 0.1
kyy = 20.0
ko = 0.6
kyy = 0.1
kos = 5.0
kog = 0.4
kyy = 0.1
ks = 5.0
kyg = 0.4
kg = 0.1

89

=W NN Ww o O O



ANHANG B. PETRINETZE UND SIMULATIONSERGEBNISSE 90

Simulationsergebnisse

g " Raf —+—
e s RasGTP }

(@]
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0 20 40 60 80 100
Time

Abbildung B.4: Simulationsergebnis des MAPK-Modelles von Levchenko: Raf, RasGTP.

14 i Raf RasGTP —+—
: ~ RafP -

1k
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=
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0 20 40 60 80 100
Time

Abbildung B.5: Simulationsergebnis des MAPK-Modelles von Levchenko: Raf RasGTP,

RafP.
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B.4 Lac Operon
Reaktionen

InhibitorTranscription : Idna
InhibitorTranslation : Irna
LactoselnhibitorBinding : I + Lactose
LactoselnhibitorDissociation : [Lactose
InhibitorBinding : I + Op
InhibitorDissociation : IOp
RnapBinding : Op 4+ Rna
RnapDissociation : RnapOp
Transcription : RnapOp

Translation : Rna

Conversion : Lactose + Z
InhibitorRnaDegradation : Irna
InhibitorDegradation : I
LactoselnhibitorDegradation : ILactose
RnaDegradation : Rna

ZDegradation : 7Z

Intervention : ()

Anfangsmarkierung
Idna = 1 Rnap
Irna = 0 Rna
I = 50 7

Op =1 Lactose

Idna + Irna
Irna 41
[Lactose

I + Lactose
I0p

I+ Op

RnaOp

Op + Rnap

Op + Rnap + Rna
Rna + 7

Z

0

0

Lactose

0

0

10000 * Lactose

100
ILactose

I0p

20 RnapOp
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Ratenfunktionen

InhibitorTranscription
InhibitorTranslation
LactoselnhibitorBinding
LactoselnhibitorDissociation
InhibitorBinding
InhibitorDissociation
RnapBinding
RnapDissociation
Transcription

Translation

Conversion
InhibitorRnaDegradation
InhibitorDegradation

LactoselnhibitorDegradation

RnaDegradation
ZDegradation
Intervention
Parameter
Cci = 0.02
Cy = 0.1
cs = 0.005
Cy = 0.1
Cy = 1

BioMassAction(cy)
BioMassAction(cg)
BioMassAction(cs)
BioMassAction(cy)
BioMassAction(cs)
BioMassAction(cg)
)
)
)

BioMassAction(cy

BioMassAction(cg
BioMassAction(cyg
BioMassAction(cyy

BioMassAction(cyo

BioMassAction(cys

(
(
(
(
(
(
(
BioMassAction(cg
(
(
(
(
(
(
(

)
)
)
BioMassAction(ci3)
)
BioMassAction(cy4)

)

BioMassAction(cys

Fixed TimedFiring_Periodic(0, 50000, _SimEnd)

cg = 0.01
c; = 0.1
cg = 0.01
cg = 0.03
cip = 0.1

C11
C12
C13
C14

C15

0.0005
0.01
0.002
0.01
0.001
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Simulationsergebnisse

T
Rna —+—

Marking

o =4 N @ &~ 0o o N

A Y

0 50000 100000 150000 200000 250000 300000
Time

Abbildung B.6: Simulationsergebnis vom Lac Operon-Modell: Rna (einzelner Lauf).

Weitere Simulationsergebnisse fiir die Stoffe Lactose und Z sind in den Abbildungen
(6.18) und (6.19) zu sehen.
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B.5 Berechnungszeiten

In diesem Abschnitt sollen die Berechnungszeiten fiir die eben beschriebenen Modelle
aufgefithrt werden, siehe Tabelle (B.1) Die Simulation wurde unter Microsoft Windows
XP auf einem AMD Sempron Prozessor 30004+ mit 896 MB Hauptspeicher durchgefiihrt.
Die Berechnungszeiten werden in Sekunden angegeben.

‘ Modell ‘ Intervallende ‘ Einzelner Lauf ‘ 100 Laufe ‘
Jager-Beute-Modell von Lotka-Volterra | 100 6 598
Zellzyklus von Tyson 100 35 3485
MAPK-Kaskade von Levchenko 100 1 2
Lac Operon 300000 10 980

Tabelle B.1: Berechnungszeiten fiir die vorgestellten Modelle in Sekunden.
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