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Aufgabe

Bei der qualitativen Analyse von Petri-Netzen kdnnen Invarianten besonders hilfreich sein, doch
die Menge der Invarianten kann exponentiell mit der Menge der Knoten im Petri-Netz wachsen.
Grol3e Mengen an Invarianten kdnnen aber kaum mehr manuell analysiert werden, so dass eine
automatisierte Unterstitzung des Analyseprozesses hilfreich ist.

Ziel dieser Arbeit ist ein geeignetes Verfahren, um Invariantenmengen zu strukturieren und zu
charakterisieren. Das Verfahren soll dem Anwender die Mdglichkeit bieten, Petri-Netze mit Hil-
fe der zugehdrigen Invarianten zu validieren und zentrale Ablaufe im Petri-Netz zu extrahieren.
Besondere Bedeutung soll dabei eine visualisierte Charakterisierung haben.

Es kdnnen sowohl exakte als auch abstrahierende Verfahren verwendet werden. Eine prototypische
Umsetzung der Verfahren soll implementiert werden. Die Diplomarbeit ist so anzufertigen, dass
sie ohne zusétzliche Literatur verstandlich ist.






Kapitel 1

Einleitung

Der Mensch versucht seit jeher, seine Umgebung zu verstehen und die komplexen Prozesse in
seiner Umwelt zu seinem Wohl anzuwenden und weiterzuentwickeln. Die menschliche Umgebung
besteht aus einer Fille von Systemen, die miteinander agieren und sich gegenseitig beeinflussen.
Doch schon die einzelnen Systeme selbst sind haufig so komplex, dass sie nicht durch einfaches
Beobachten verstanden werden kénnen.

Deshalb erfolgt die Beschreibung von komplexen Systemen zumeist durch Modelle, die die Ei-
genschaften und das Verhalten des Systems vereinfacht, aber mdglichst adaquat darstellen. Am
Anfang des Weges vom realen System zum Modell steht ein grundlegendes Verstandnis des Sys-
tems. Schrittweise wird dieses Verstandnis in ein Modell umgesetzt. Die Eigenschaften des Mo-
dells werden im Bezug zu den erwarteten Eigenschaften des realen Systems verifiziert. Das Modell
sollte helfen, Erklarungen fur am realen System beobachtbare Vorgange zu finden. Am Ende des
Modellierungsprozesses steht ein Modell, dessen Verhalten als Vorhersage fur das Verhalten des
realen Systems dienen kann.

Petri-Netze als mathematisches Modell eignen sich zur Analyse und Simulation von dynamischen
Systemen mit nebenlaufigen Prozessen und nichtdeterministischem Verhalten. Ein wesentlicher
Vorteil von Petri-Netzen als Modell ist die breite theoretische Grundlage, auf der die formale
Modellierung und Analyse aufbauen kdnnen. Es gibt au3erdem zahlreiche Simulations- und Ana-
lysewerkzeuge, die den Modellierungsprozess unterstitzen.

Die Anwendung von Petri-Netzen zum Modellieren von realen Systemen ist vielféltig, Petri-Netz-
Modelle werden im administrativen Bereich und in der Forschung eingesetzt. Zum Beispiel wer-
den Fertigungslinien mit Petri-Netzen modelliert und simuliert. Ein Ziel ist es dabei, die Fehler-
freiheit des Systems nachzuweisen. Weiterhin eignen sich Petri-Netze dazu, Verfahren und Abfol-
gen zu optimieren und damit effizienter zu produzieren. Biochemische Netzwerke, als Petri-Netz
dargestellt, werden zur Erforschung von Prozessen in Lebewesen eingesetzt. Das Verstandnis der
Ablaufe in biochemischen Netzwerken spielt bei der Entwicklung von Therapien und Medika-
menten fir den Menschen eine groRe Rolle. Gut verstandene Prozesse kdnnen leichter unterbun-
den oder aufrechterhalten werden, je nachdem, ob es sich um die Fortpflanzung eines schéadlichen
Bakterienstammes oder die Produktion von lebenswichtigen Enzymen in den Zellen handelt.
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1.1 Motivation

Bei der Validation von Petri-Netz-Modellen werden unter anderem sogenannte Invarianten be-
nutzt. Eine Invariante ist im Allgemeinen eine Eigenschaft eines Systems, die sich wahrend der
Arbeit des Systems nicht &ndert. Invarianten von Petri-Netzen sind in technischer Hinsicht die
Ldsungen bestimmter homogener Gleichungssysteme, die das Petri-Netz beschreiben. Ein we-
sentlicher Vorteil der Verwendung von Invarianten zur Validation ist deren Unabhangigkeit vom
Zustandsraum des Petri-Netzes. Ist dieser unendlich, kdnnen viele andere Techniken nicht mehr
eingesetzt werden, etwa Techniken, die auf dem sogenannten Erreichbarkeitsgraphen basieren.

Invarianten kdnnen in den verschiedenen Anwendungen der Petri-Netze unterschiedliche Bedeu-
tungen haben. In Modellen fir Fertigungslinien stellen sogenannte T-Invarianten zum Beispiel
Zyklen im Fertigungsystem dar. Die Herstellung eines Produktes muss jeweils einem solchen Zy-
klus entsprechen, damit das Fertigungssystem an seinen Anfangszustand zurtickkehrt. In [Fre00]
wird beschrieben, wie T-Invarianten dafur benutzt werden, die Reihenfolge fur die Fertigung von
Produkten entsprechend der Auftragslage flexibel anzupassen.

Ein Anwendungsgebiet, in dem zur Zeit verstarkt Petri-Netze eingesetzt werden, ist die System-

biologie. Hier werden Methoden und Techniken gesucht, die das Verstandnis biochemischer Pro-
zesse fordern. Dabei werden Aufbau, Funktionalitdt und Fahigkeiten eines biologischen Systems
untersucht. Ziel ist es, die Struktur des Systems aufzudecken, seine Komponenten und ihr Zusam-
menwirken zu untersuchen.

Dabei eignen sich Petri-Netze aufgrund ihrer mathematischen Eigenschaften sehr gut dazu,
biochemische Reaktionen und den Zusammenhang zwischen den Reaktionen darzustellen. In
[KJHO5] wird am Beispiel der Zuckerzerlegung in der Kartoffelknolle ein Ansatz beschrieben,
die Petri-Netz-Theorie zur Validation von Netzwerkmodellen zu verwenden. T-Invarianten be-
schreiben gerade das minimale Verhalten des biochemischen Systemmodells und tragen zu einem
besseren Verstandnis der einzelnen Ablaufe bei. Sie ermdglichen damit die Entwicklung gezielter
Mal3hahmen am realen System.

Ein weiteres Anwendungsgebiet, in dem invariantenbasierte Techniken zum Einsatz kommen
kbnnen, ist das Testen von Software. Die zum Finden geeigneter Testfalle benutzten Ursache-
Wirkungs-Graphen [Lig02] kbnnen mit Petri-Netzen modelliert werden. Die T-Invarianten der
modellierten Netze liefern dabei gerade die Testfélle, die fir eine umfassende Ursache-Wirkungs-
Analyse durchgefuhrt werden missen [Hei04].

Leider kann schon bei Petri-Netzen mit wenigen Komponenten die Anzahl der Invarianten sehr
grol3 werden. Damit kbnnen die einzelnen Invarianten ab einer bestimmten Anzahl nicht mehr
manuell analysiert werden. Deshalb sind automatisierbare Methoden zur strukturellen Charakte-
risierung einer Menge von Invarianten notwendig, die wahrend des Modellierungsprozesses und
bei der Auswertung des Petri-Netzes des biochemischen Netzwerkes eingesetzt werden kénnen.
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1.2 Ziel der Diplomarbeit

Die Methoden und Werkzeuge, die im Rahmen dieser Diplomarbeit entwickelt werden, unterstut-
zen den Modellierungsprozess und den Einsatz von Petri-Netz-Modellen. Die strukturelle Cha-
rakterisierung der Invarianten erfolgt automatisierbar und wird theoretisch fundiert dargestellt.

Die strukturelle Charakterisierung der Invarianten soll Vergleiche zwischen den Invarianten er-
maoglichen und eine komprimierte strukturierte Darstellung der Menge der Invarianten und des
zugrunde liegenden Petri-Netzes erzeugen. Dafur sollen maximale Teil-T-Invarianten effizient
identifiziert und in die Analysen einbezogen werden.

Mit den beschriebenen Methoden kénnen Erkenntnisse Uber das Petri-Netz-Modell und damit das
zugrunde liegende reale System gewonnen werden. Diese Erkenntnisse sind nicht nur fir den
Modellierungsprozess relevant, sondern auch fur die folgende Phase, die Anwendung des fertigen
Modells in der Erforschung des modellierten Systems.

1.3 Aufbau der Diplomarbeit

Nach der Einleitung in das Thema dieser Arbeit werden im zweiten Kapitel Petri-Netze und ihre
grundlegenden Eigenschaften eingefihrt. In Kapitel 3 wird auf die verschiedenen Méglichkeiten
eingegangen, die Invarianten eines Petri-Netzes strukturell zu charakterisieren und auszuwerten.
Auf eine der vorgestellten Mdglichkeiten, Informationen Uber die Invarianten beziehungsweise
das Petri-Netz zu verwerten, wird in Kapitel 4 genauer eingegangen. Dieses Kapitel behandelt
ausfuhrlich verschiedene neue Reduktionsmaoglichkeiten und welchen Einfluss diese auf das Petri-
Netz haben. Anschlie3end wird anhand einer Fallstudie erlautert, wie die vorgestellten Methoden
eingesetzt werden kdonnen. Die Zusammenfassung am Schluss der Arbeit bietet einerseits einen
Uberblick tiber die gewonnenen Erkenntnisse, andererseits wird auf die noch offen gebliebenen
Fragen und zukinftige Arbeiten eingegangen. Den im Rahmen der Diplomarbeit durchgeflhrten
Implementierungen ist der Anhang A gewidmet.






Kapitel 2

Grundlagen Petri-Netze

Petri-Netze wurden 1962 als mathematisches Modell nebenlaufiger Systeme von Carl Adam Petri
definiert [Pet62]. Sie bieten die Moglichkeit, Systemeigenschaften wie Konkurrenz, Nebenlaufig-
keit, synchrone Ablaufe und kausale Abh&ngigkeiten zu modellieren.

In diesem Kapitel werden zuné&chst Petri-Netze und die Begriffe, die fur die Bestimmung und Aus-
wertung der Invarianten von Petri-Netzen benotigt werden, eingefihrt. Weiterhin werden wichtige
Eigenschaften von Petri-Netzen und deren Invarianten definiert, die im weiteren Verlauf Gegen-
stand der Betrachtung sind. Fur weiterfiihrende Einblicke in die Petri-Netz-Theorie sind die Werke
[Sta90], [Bau96] und [Rei91] zu empfehlen.

2.1 Definitionen

Ein Petri-Netzist ein gerichteter, endlicher, bipartiter Graph ohne isolierte Knoten. Kanten verlau-
fen nur zwischen den beiden Knotenklassen, di€®&ltze und Transitionen bezeichnet werden.
Platze werden in dieser Arbeit mit runden Knoten dargestellt, Transitionen mit rechteckigen oder
quadratischen Knoten. Die Kanten des Petri-Netzes sind mit natirlichen Zahlen gewichtet. In Dar-
stellungen werden Kanten mit dem Gewicht eins ohne Kantengewicht dargestellt, Kanten mit dem
Gewicht null werden weggelassen.

Die Platze des Petri-Netzes kénnen Bedingungen oder Zustande darstellen, sie sind der passi-
ve Teil des Petri-Netzes. Der aktive Teil sind die Transitionen als atomare Einheiten der Zu-
standsveranderungen. Sie verandern die mit ihnen verbundenen Platze und damit den Zustand
des Petri-Netzes. Ein Platz, von dem eine Kante zu einer Transition fuhrt, wivbatz die-

ser Transition bezeichnet. Ist die Richtung der Kante umgekehrt, wird die BezeicNachglatz
verwendet.

Definition 2.1.1 (Petri-Netz) Ein Petri-Netz ist ein Tupel N (P, T, F,mp) mit
e P={p1,p2,...,Pm} als Menge der Platze, mit mN\ {0}
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Abbildung 2.1: Schalten einer Transition

e T = {ty,ts,...,tn} als Menge der Transitionen, mitqaN \ {0}
e PNT =0

e F:(TxP)U(PxT)— Npals Kanten mit Gewichtung

e My als Anfangsmarkierung

Die Menge aller Vorpléatze einer Transitibmvird mit ot = {p € P | F(p,t) # 0}, die Menge aller
Nachplatze einer Transition nté = {p € P | F (t, p) # 0} bezeichnet. Analog dazu ist die Menge
aller Vor- und Nachtransitionen eines Platzes definiert.

Zum veranderlichen Teil eines Petri-Netzes gehoremMiieken. Marken sind nicht unterscheid-

bare Elemente, die sich ausschliel3lich auf Platzen befinden kénnen. Zusammen mit der Anzahl
der jeweils vorhandenen Marken stellen alle Platze den Systemzustand des Netzes déarEine
kierung des Petri-NetzeHl ist eine Funktiorm: P — N , die den Systemzustand beschreibt und
jedem Platz eine Menge von Marken zuordnet. Markierungen kénnen als Vektoren der{Range
dargestellt werden.

Eine Anderung des Systemzustandes wird durctSghslteneiner Transition herbeigefiihrt. Ei-

ne Transition kann schalten, (auch ’attiviert’ oder 'hat Konzession), wenn ihre Vorplatze
entsprechend der Kantengewichtungen mit Marken belegt sind. Das Schalten einer Transition ent-
fernt Marken von allen Vorplatzen und legt Marken auf allen Nachplatzen ab. Die Anzahl der
entfernten und abgelegten Marken hangt vom Kantengewicht ab.

Definition 2.1.2 (Schalten einer Transition) Eine Transition t ist aktiviert beziehungsweise hat
Konzession unter einer Markierung m, wenfpit) < m(p) Vp € ot. Eine aktivierte Transition t
kann schalten, indem sie die Markierung m in eine (unmittelbare) Folgemarkierung m’ mit

m(p) =m(p) —F(p,t) +F(t,p) Vpe P
tberfuhrt (Schreibweise N ).

Abbildung 2.1 zeigt ein Beispiel flir das Schalten einer Transitibkann bei der Markierung des
Netzes aus 2.1(a) schalten. Dabei werden entsprechend der Kantengewichtung Marken von den



2.2. EIGENSCHAFTEN 7

Vorplatzen geloscht und neue Marken auf den Nachplatzen erzeugt. Abbildung 2.1(b) zeigt das
Netz von Abbildung 2.1(a), nachdem Transitidngeschaltet hat.

Transitionen ohne Vorplatze sind immer aktiviert und kénnen immer schalten. Sie kbnnen dem
Petri-Netz jederzeit Marken zufuhren. Aktivierte Transitionen ohne Nachplatze kdnnen Marken
ihrer Vorplatze konsumieren, ohne eine Marke neu zu erzeugen. Transitionen ohne Vor- oder
Nachplatze nennt maRandtransitionen. Platze, die keine Vor- oder Nachtransitionen besitzen,
werdenRandplatzegenannt. Ein Petri-Netz wird transitionsberandet genannt, wenn es Randtran-
sitionen, aber keine Randplatze aufweist. Analog dazu existieren in einem platzberandeten Petri-
Netz Randplatze, aber keine Randtransitionen.

Markierungen eines Petri-Netzé¢ kbnnen durch das Schalten von Transitionen ineinander
Uberfuhrt werden. Seien m und m’ Markierungen, dann wird eine Folge von Transitioren

t1,to, -,k Mit m= My LN m L, Mp---M_q e, my = m’ Schaltfolge genannt (Schreibweise
m -5 ). Eine Markierungm’ heiR3terreichbar unter einer Markierungn, wenn es eine Schalt-
folge T gibt mitm -5 n.

Viele Analyseverfahren benutzen als Grundlage Berichbarkeitsgraphen eines Petri-Netzes

N. Die Knoten des Erreichbarkeitsgraphen symbolisieren gerade die Menge aller von einer An-
fangsmarkierung erreichbaren Markierund®gmp). Die Kanten sind mit der Transition mar-
kiert, deren Schalten die entsprechenden Markierungen ineinander Uberfuhrt.

Definition 2.1.3 (Erreichbarkeitsgraph) Es sei N= (P, T,F,np) ein Petri-Netz. Als Erreichbar-
keitsgraph von N bezeichnet man den GrapherM)G= [Ry(mp), K|, der die in N erreichbaren
Markierungen als Knoten und die Mengg Kon mit Transitionen beschrifteten Kanten hat. Dabei
ist
Ru(mo) = {m |3 Schaltfolger : mp % m}
Kn = {[mt,m]|mm eRy(my)rteTAmS nf}.

Das Tupel[m,t, m] beschreibt dabei eine Kante von Knoten m na¢hmit der Transition t als
Kantenbewertung.

2.2 Eigenschaften

Die Verhaltenseigenschaften des Petri-Netzes hangen im Allgemeinen von der Anfangsmarkie-
rung des Petri-Netzes ab. Die im Folgenden genannten Eigenschaften kénnen fir die Analyse des
modellierten Systems relevant sein.

Eine der wichtigsten Eigenschaften ist liebendigkeit. Eine Transitiort istlebendig wenn kein
Zustand erreichbar ist, von dem ausie wieder schalten kann. Ein Petri-Netz ist lebendig, wenn
alle seine Transitionen lebendig sind. Dabei spielt allerdings immer die jeweilige Markierung eine
Rolle.

Definition 2.2.1 (Lebendigkeit) Sei N= (P, T,F, mp) ein Petri-Netz.
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1. Eine Transition t heif3t tot bei der Markierung m von P, wenn von m aus keine Markierung
erreichbar ist, bei der t aktiviert ist.

2. Eine Transitiont von N heil3t lebendig bei der Markierung m von P, wenn von m aus keine
Markierung erreicht werden kann, bei der t tot ist.

3. Eine Markierung m von P wird lebendig in N genannt, wenn alle Transitioaén kebendig
bei min N sind.

4. Das Petri-Netz N heil3t lebendig, wenn seine Anfangsmarkiergmgiandig in N ist.

Im Petri-Netz-Modell mit einer Anfangsmarkierung kann die Frage interessant sein, wieviele Mar-
ken sich in allen erreichbaren Markierungen maximal auf einem Platz befinden kénnen. Ist diese
Anzahl bei allen Platzen beschrankt, ist die Menge der erreichbaren Zustande endlich. Bei ei-
nem System mit einer endlichen Zustandsmenge ist es damit zum Beispiel zumindest theoretisch
maoglich, alle Zustande nach bestimmten Kriterien zu prifen und das Netz auf diesem Weg zu
validieren.

Definition 2.2.2 (Beschranktheit) Es sei N= (P, T,F, ny) ein Petri-Netz, m eine Markierung von
P und pe P.

1. p wird beschrankt bei m genannt, wenn eig K existiert, so dass fur jede von m in N
erreichbare Markierung rfgilt: m’(p) <k

2. Das Petri-Netz N heif’t beschrankt bei m, wenn alle seine Platze beschrankt bei m sind.

2.2.1 Strukturelle Eigenschaften

Neben den Eigenschaften von Petri-Netzen, die von Markierungen abhangig sind, gibt es auch Ei-
genschaften, die weder von einer Anfangsmarkierung, noch von anderen Markierungen abhangen.
Diese Eigenschaften werden strukturelle Eigenschaften genannt.

Eine wichtige strukturelle Eigenschaft, die ein Petri-Netz enthalten kann, isa@iflikt . Ein
Konflikt ist eine nichtnebenlaufige gleichzeitige Aktiviertheit von zwei Transitionen. Man unter-
scheidet verschiedene Arten von Konflikten, hier wird vorrangig der sogenstatigche Kon-

flikt betrachtet. Ein statischer beziehungsweise struktureller Konflikt liegt vor, wenn es zwei Tran-
sitionent; undty mit et1 N ety £ O gibt (Schreibweisd;#t,). In Abbildung 2.2 stehen zum Beispiel

die Transitionenl undt2 miteinander in Konflikt, da der Plafzl ein Vorplatz beider Transitionen

ist.

Liegt ein Konflikt vor, kann eine Transition einer anderen Transition die Konzession entziehen.
Mit Konflikten ist ein Modellieren nichtdeterministischer Ablaufe mdglich, da eventuell jede der
beteiligten Transitionen schalten kann. Welche Transition schaltet, wenn beide Transitionen Kon-
zession haben, ist zufallig.

Neben deKonfliktrelation kdnnen zwei Transitionen auch in eirflohangigkeitsrelation oder
in einer Unabhangigkeitsrelation stehen. Zwei Transitionen; undt, stehen in einer Abh&n-
gigkeitsrelation (auch kausale Relation genannt, Schreibwigiset,), wenn es einen nichtleeren
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o<

Abbildung 2.2: Einfaches Beispiel flr einen Konflikt

Weg vont; nacht gibt. Die beiden Transitionen stehen in einer Unabhangigkeitsrelation (Schreib-
weiset; ||to), wenn wedet; < t; nocht, < t; nocht#t; gilt.

Eine Lesekante oder Testkante ist ein Paar von Kantek(t, p), (p,t)} fur das gilt: F(t,p) =

F(p,t). Das Schalten der Transitio@ndert damit die Anzahl der Marken auf dem Platz, mit dem

sie durch eine Lesekante verbunden ist, nicht. Fur ihr Schalten ist trotzdem eine gentigend grof3e
Anzahl an Marken auf dem Platz erforderlich.

2.2.2 Netzinvarianten

Petri-Netze kann man vereinfacht auch mit einer sogenarin@denzmatrix darstellen. Die
Definition des Petri-Netzes liefert eine feste Ordnung Uber den Transitionen und Platzen, die fur
die Inzidenzmatrixdarstellung bendétigt wird. Diese statische Darstellung spiegelt allerdings nur
Teile der Struktur des Petri-Netzes wieder. Nicht enthalten in der Darstellung als Inzidenzmatrix
sind zum Beispiel die Markierungen des Petri-Netzes.

Definition 2.2.3 (Inzidenzmatrix) Die Matrix C zum Petri-Netz N= (P, T, F, mp) mit
o C= (Ci-,l')1§i§|P\,1§j§|T\
o Atj(pi) :=F(tj, pi) —F(pi,tj)

wird Inzidenzmatrix von N genannt.

mit Cij= Atj(pi)

t2

pl p3 1 -1 -1 0

tl 02 t4 Cc_ 0O -1 10
2 |10 1 11

0 0 00

t3

p4

Abbildung 2.3: Beispielnetz mit Inzidenzmatrix

In Abbildung 2.3 werden ein Petri-Netz und seine Inzidenzmatrix dargestellt. Eine wesentliche
Beobachtung wird an diesem Beispiel deutlich: Die beiden Kanten zwigdhend p4 erschei-

nen nicht in der Inzidenzmatrix, da sich die Auswirkungen des Schaltens der Tran%igor

den Platzp4 gerade aufheben. Dieser Sachverhalt wird im spateren Verlauf dieser Arbeit noch
Bedeutung erlangen.
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Erganzend zur Inzidenzmatrix werden nun noch sogenannte Platz- und Transitionsvektoren einge-
fuhrt. Jeder positive ganzzahlige Vektor vidrj Elementen wird Transitionsvektor, jeder positive
ganzzahlige Vektor vonP| Elementen wird Platzvektor genannt, falls ihre Elemente ddrch
beziehungsweisP geordnet sind. Einen Transitionsvektor nennt man auch Parikhvektor. Insbe-
sondere hat jede Schaltfolgesinen zugehorigen Parikhvektomit

V[t =#(t, )Vt e T.

Die TragermengsuppqV) eines Transitionsvektors (eines Platzvektor$igufig auch kurz Trager
genannt, ist die Menge der Transitionen (Platze)t v[t] # 0, d.h. deren zugehdérige Komponente
im Vektor nicht null ist.

Die Inzidenzmatrix erm@glicht es, Invarianten des Petri-Netzes zu bestimmen. Invarianten sind
Systemeigenschaften, die wahrend der Arbeit des Systems unabh&ngig vom konkreten Ablauf er-
halten bleiben. Hier werden Lésungen bestimmter homogener Gleichungssysteme als Invarianten
bezeichnet. Dabei unterscheidet man zwischen zwei Typen von Invarianten, die Platzinvarianten
und die Transitionsinvarianten.

Definition 2.2.4 (Platzinvariante) Sei N ein Petri-Netz und C seine Inzidenzmatrix. Eine positi-
ve Platzinvariante (kurz P-Invariante) ist ein nichttrivialer ganzzahliger Platzvektor y des Glei-
chungssystems

VCZQYZO,)/EN(‘)P'

Bei einer P-Invariantg ist die mity gewichtete Anzahl der Marken auf den Platzersupay)
invariant. Da die gewichtete Summe der Marken konstant ist, sind die Platze der TrAgermenge
einer P-Invariante immer beschréankt. Eine P-Invariante des Petri-Netzes von Abbildung 2.3 ist
(0,0,0,1).

Definition 2.2.5 (Transitionsinvariante) Sei N= (P, T,F, ) ein Petri-Netz und C seine Inzi-
denzmatrix. Eine positive Transitionsinvariante (kurz T-Invariante) ist ein nichttrivialer ganzzah-
liger Transitionsvektor x des Gleichungssystems

C-x=0,x>0,xeNj .

Eine Transitionsinvariante i heif3t realisierbar in N untepnwenn es eine Schaltfolgemit dem
zugehorigen Parikhvektor i und eine in N erreichbare Markierung m gibt M m.

Wenn eine Schaltfolge ablauft, deren Parikhvektor einer T-Invariante entspricht, dann ist der Zu-
stand des Petri-Netzes, also dessen Markierung, invariant. Jeder Kreis im Erreichbarkeitsgraphen
stellt somit eine realisierbare T-Invariante dar. Es kann allerdings verschiedene Reihenfolgen ge-
ben, mit der die Transitionen der Schaltfolge zu der T-Invariante schalten. Deshalb umfasst eine
realisierbare T-Invariante eine Menge von Kreisen im Erreichbarkeitsgraphen. Eine T-Invariante
des Netzes aus Abbildung 2.3 (& 1,1,1).

Zwischen P- und T-Invarianten besteht auf3erdem ein dualer Zusammenhadgalds Petri-
Netz wird das NetzNY bezeichnet, das entsteht, wenn Transitionen und PlatzX ais Rollen
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1 t2 p2 1 p2
O OE=0S Il
2 t3 2 2 i3 2
(a) Petri-Netz (b) Invq
1 t2 p2 1 p2
2 2 2 2
(c) Inv, (d) Invs

Abbildung 2.4: Beispiel fur minimale und einfache T-Invarianten

Transition Invy Invo  Invs

tl 1 1 1
t2 2 0 1
t3 0 2 1
t4 1 1 1

Tabelle 2.1: Minimale und einfache T-Invarianten

tauschen und die Kanten gerade umgekehrt verlaufen [Mil04, S. 52]. Dem entspricht als Matrix-
operation das Transponieren der Inzidenzmd&irdes Petri-Netzell. Damit ist eine T-Invariante
des Petri-NetzelN gerade die Transponierte einer P-Invariante M8n

Im Verlauf dieser Arbeit sind besonders die minimalen T-Invarianten beziehungsweise P-
Invarianten interessant. Eine P-Invariante (T-InvariamtBgiRtminimal, gdw. es keine andere
P-Invariante (T-Invariante) gibt mit supgw) C supgv) und wenn der gré3te gemeinsame Tei-

ler aller Komponenten voneins ist.

In Abbildung 2.4 zeigt ein Petri-Netz2.4(a) , dessen minimale T-Invarialmtenund Inv, aus
Tabelle 2.1 in 2.4(b) und 2.4(c) hervorgehoben sind.

Eine P-Invariante (T-Invariante) heil3teinfach, wenn sie sich nicht als Summe zweier (nicht
notwendig verschiedener) P-Invarianten (T-Invarianten) darstellen lasstho, w.: x = v+ w.
Jede minimale P-Invariante (T-Invariante) ist somit auch eine einfache P-Invariante (T-Invariante).

Das Petri-Netz aus Abbildung 2.4(a) hat neben den beiden minimalen T-Invarianten noch eine
weitere einfache T-Invariant&vs aus Tabelle 2.1. In 2.4(d) sind alle an dieser T-Invariante betei-
ligten Transitionen hervorgehoben.
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Die Menge aller T- bzw. P-Invarianten des Petri-Netkest abgeschlossen gegentuber der Bil-
dung von Linearkombinationen der T- bzw. P-Invarianten mit ganzzahligen Koeffizienten und der
Division durch den grél3ten gemeinsamen Teiler. Die minimalen T- bzw. P-Invarianten bilden ein
Q-Erzeugendensystem, mit dem alle T- bzw. P-Invarianten dargestellt werden kdnnen:

n a; € N, x; ist minimale P- bzw. T-Invariante
kx= Za,- X n = Anzahl der minimalen P- bzw. T-Invarianten
i= k = gro3ter gemeinsamer Teiler

Die ganzzahlige Division ist nicht notwendig, wenn man die einfachen T- bzw. P-Invarianten zur
Verfiigung hat. Diese kdnnen nicht mehr ganzzahlig zerlegt werden, so dass bei der Zerlegung
eine kleinere Invariante entsteht.

Die Menge aller T- bzw. P-Invarianten des Petri-Netdest abgeschlossen gegeniber der Bildung
von Linearkombinationen der einfachen T- bzw. P-Invarianten. FiiNeBszeugendensystem der
einfachen T- bzw. P-Invarianten gibt es eine geschlossene Darstellung (aus [Run04, S. 26]):

« I a € N, x ist einfache P- bzw. T-Invariante
o i;a‘ X n = Anzahl der einfachen P- bzw. T-Invarianten

Ein Verfahren fur die Berechnung der minimalen T- und P-Invarianten ist in [Sta90] angegeben.
Es kann im Bezug zur Knotenanzahl des Netzes exponentiell viele T- oder P-Invarianten geben,
damit ist der Aufwand zur Berechnung im schlimmsten Fall ebenfalls exponentiell.

Induzierte Teilnetze

Die TragermengesupgV) zu einem Transitionsvektar und damit auch zu jeder T-Invariante
induziert ein Teilnetz. Dieses Teilnetz besteht aus den Transitionen der Tragermenge, deren \Vor-
und Nachplatzen und allen Kanten zwischen diesen Knoten. Als Beispiel dienen die Abbildungen
2.4(b) bis 2.4(d). Zu der jeweiligen T-Invariante ist jeweils das gesamte induzierte Teilnetz grau
markiert.

Dasinduzierte Teilnetz einer minimalen T-Invarianteist zusammenhangend, aber nicht zwin-

gend stark zusammenhéangend. Ware es nicht zusammenhangend, gdbe es mindestens zwei ge-
trennte TeilnetzeN’ und N”. Der Teil der T-Invariante, der das Schalten im Teilnktzkom-

plett enthalt, reproduziert unabhangig von den anderen Teilen der T-Invariante die Markierung in
diesem Teilnetz. Dieser Teil ist damit eine neue T-Invariante, er hat aber eine Tragermenge, die
Teilmenge der Tragermenge der T-Invariaint. Damit wara nicht minimal gewesen.

Diese Aussagen sind direkt auf P-Invarianten tbertragbar, da diese im dualen Petri-Netz T-
Invarianten darstellen.
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2.3 Konventionen

Da die graphische Darstellung eines Petri-Netzes schon bei geringer Knotenanzahl durch viele
Kantenliberschneidungen untbersichtlich werden kann, wurden sogelwistbe Knotenals
Reprasentanten eines Knotens eingefuihrt. Alle zu einem Krotis Netzes gehdrenden logi-
schen Knoten stehen symbolisch fir diesen Knoten, sie besitzen den gleichen Namen und werden
meist andersfarbig dargestellt. Das bedeutet, dass jede Kante zu einem der logischen Knoten fir
eine Kante zkk im Petri-Netz steht. Alle logischen Reprasentanten zu einem Plaéiben jeder-

zeit die gleiche Markierung.

Befindet sich eine Testkante unter den Kanten, das heif3t es existieren zwei Kamnterk) und
((t, p),k) € F zwischen den beiden Knotgnundt, so wird diese Kante als Linie mit zwei Pfeil-
enden dargestellt.

Fur die graphische Darstellung ist eine hierarchische Gliederung des Petri-Netzes sinnvoll. Sie
ermdglicht durch Verfeinerung oder Vergroberung auf verschiedenen Hierarchieebenen eine vi-
suelle Abstraktion. Dazu wurddmerarchische Knoten eingeftihrt. Sie ersetzen ein entweder
transitions- oder platzberandetes Teilnetz, das sich als Subnetz in der ndchsten Hierarchiestufe
befindet. Hierarchische Knoten &ndern das Petri-Netz nicht semantisch, sondern nur optisch. Sie
werden in dieser Arbeit als doppelt umrandete Quadrate dargestellt.

Neben der Hierarchisierung besteht auch die Moglichkeit, Petri-Netze nicht nur optisch sondern
auch semantisch zu verfeinern oder zu vergrébern [Bau96]. Bei dieser lokalen Abstraktion wird
ein transitions- oder platzberandetes Teilnetz durch eine Transition oder einen Platz ersetzt.






Kapitel 3

Ansatze zur Auswertung von Invarianten

Die Invarianten eines Petri-Netzes bieten die Moglichkeit, das Petri-Netz und damit das model-
lierte System besser zu verstehen und Fehler und Inkonsistenzen des Modells zu finden und zu
beheben. Dabei spielt die endliche Menge der minimalen Invarianten eine besondere Rolle, da
ihre Berechnung unabhangig vom Erreichbarkeitsgraphen erfolgt und nicht von der Markierung
des Petri-Netzes abhangt. Die Berechnung des vollstandigen Erreichbarkeitsgraphen ist bei un-
beschrankten Netzen nicht mdglich, da der Zustandsraum unendlich grof3 ist. Die Berechnung
der Menge der minimalen Invarianten ist dagegen immer endlich, auch wenn der Aufwand da-
fur exponentiell sein kann. Deshalb wird die Analyse der minimalen Invarianten als strukturelles
Instrument haufig zur Verifikation von Petri-Netz-Modellen eingesetzt. Auch die einfachen In-
varianten eignen sich fir die Analyse. Allerdings wird zur Zeit noch nach effizienten Verfahren
gesucht, um die Menge der einfachen Invarianten zu bestimmen [DHJO02].

Minimale und einfache Invarianten sind je nach Anwendung verschieden interpretierbar. Ein aus-
fuhrliches Beispiel fur inre Bedeutung bei biochemischen Netzwerken wird in Kapitel 5 vorge-
stellt.

Es ist auch mdglich, beliebige nach bestimmten Kriterien ausgewahlte Mengen von Invarianten zu
bilden. Ein mogliches Kriterium konnte die Schaltanzahl einer bestimmten Transition sein. Es ist
darauf zu achten, dass diese Mengen eine endliche, mit vertretbarem Aufwand berechenbare und
damit analysierbare Basis besitzen. Die Anzahl der so ausgewahlten Invarianten, beziehungsweise
deren Basis, kann ebenfalls sehr grof3 sein.

Die Auswertung grol3er Mengen von Invarianten kann nicht mehr manuell erfolgen. Durch den
moglichen exponentiellen Anstieg der Anzahl der minimalen Invarianten kann es aber schon bei
relativ kleinen Netzen zu einer grof3en Anzahl von Invarianten kommen. Deren Gemeinsamkei-
ten und Unterschiede, ihre Struktur und eventuelle Abhéangigkeiten innerhalb der Komponenten
der Invarianten sind interessant fur das Verstandnis des Petri-Netzes. In diesem Kapitel wird be-
schrieben, welche Strategien und Verfahren sich als nitzlich erweisen kdnnen, solche Mengen von
Invarianten zu beschreiben und auszuwerten.
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Aufgrund der Tatsache, dass sich Transitionen und Platze dual zueinander verhalten, werden im
nachsten Abschnitt und im nachsten Kapitel ausschlief3lich Transitionsinvarianten analysiert. Die

Ergebnisse sind auf Platzinvarianten Ubertragbar. Im Folgenden werden Transitionsinvarianten
kurz T-Invarianten genannt.

3.1 Auswertung mit Data Mining

Eine Menge von Invarianten ist, technisch gesehen, eine Menge von Vektoren. Bei der Auswer-
tung einer Menge von Invarianten kommen deshalb prinzipiell alle Methoden in Betracht, die mit
(Daten)-Feldern beliebiger Art umgehen. Fasst man eine Transition als Attribut, eine Schaltzahl
als Wert dieses Attributes und eine T-Invariante als Datensatz tGiber diesen Attributen auf, ist die
Anwendung von Methoden aus dem Bereich Data Mining naheliegend.

Es gibt zahlreiche Methoden und Verfahren, die aus einer Menge von Datensétzen Informationen
gewinnen. Um die Eignung einer Methode zu prifen, ist zunachst der Nutzen, der vom Ergebnis
der Anwendung der Methode gezogen werden kann, von Bedeutung. Deshalb werden im Folgen-
den einige der in [IHOO0] und [Web03] genannten Ergebnisarten gepruft. Folgende Ergebnisarten
kommen dabei in Frage:

1. Entscheidungstabellen und Entscheidungsbaume
2. Klassifikationsregeln und Assoziationsregeln
3. Cluster

Entscheidungsbaume und Entscheidungstabellen sowie Klassifikationsregeln eignen sich nur be-
dingt fir die Auswertung von Invariantenmengen. Verfahren, die Ergebnisse dieser Art erzeugen,
nehmen eine Menge klassifizierter Beispiele entgegen und verarbeiten diese. Mit Hilfe der ge-
nannten Ergebnisarten ist es dann mdglich, neue Beispiele zu klassifizieren oder Vorhersagen flr
bestimmte Attribute zu treffen.

Da bei Invarianten im Allgemeinen keine vorher bekannte Klassifikation existiert, sondern eher
eine solche Klassifikation gefunden werden soll, sind diese Ergebnisarten weniger interessant.
Anhand der Invarianten sollen auch keine Vorhersagen fur neue Invarianten getroffen werden,
denn die zu analysierende Invariantenmenge ist bereits vollstandig.

Auch Assoziationsregeln dienen der Vorhersage, allerdings konnen damit auch Attribute oder At-
tributmengen anhand anderer Attributmengen vorhergesagt werden. Die Strukturen und Gemein-
samkeiten, die durch das Finden von relevanten Assoziationsregeln gefunden werden, sind deshalb
durchaus interessant.

Eine Assoziationsregel besteht aus einer Menge von Bedingungen, die an die Werte einer Teilmen-
ge der Attribute gestellt werden, und einer Folgerung, die mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit
eintritt. Die Folgerung kann dabei ein Wert eines weiteren Attributes oder ebenfalls eine Menge
von Attributen mit bestimmten Werten sein.
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Transition Invy Inw

t0 2 3
t1 0 1
t2 1 2
t3 0 1
t4 1 1
t5 1 1
t6 1 0

Tabelle 3.1: Eine Menge von T-Invarianten

Bei der Ermittlung von relevanten Assoziationsregeln, also Regeln, die fur die meisten oder alle
Invarianten zutreffen, oder Regeln, die mdglichst viele Attribute erfassen, werden Attributmengen
gebildet. Diese Attributmengen sind dahingehend interessant, dass sie eventuell haufig vorkom-
mende Teil-Invarianten beschreiben. Die Assoziationsregeln kdnnen auf direkte oder indirekte
Abhéngigkeiten zwischen Attributen hinweisen. Ein Teil dieser Assoziationsregeln hat sich inner-
halb der Invariantenauswertung als nuitzlich fir die weitere Betrachtung erwiesen. Darauf wird im
folgenden Abschnitt genauer eingegangen.

Die letzte genannte Art der Data-Mining-Ergebnisse ist die Clusterung. Eine Clusterung ist eine
Zerlegung der Datenséatze in disjunkte Mengen, sogenannte Cluster. Mit Hilfe einer Clusterung
lassen sich relevante Teilmengen finden und clusterbasierte Aussagen treffen. Einem Cluster wer-
den dabei zum Beispiel alle Datensétze zugeordnet, die eine groRe Ahnlichkeit aufweisen. Es
gibt verschiedene Verfahren, die die Ahnlichkeit zweier Invarianten bestimmen. Es gibt weiter-
hin eine Reihe von Verfahren, die auf Basis dieser Ahnlichkeiten eine Clusterung vornehmen. Da
diese Clusterungs-Verfahren und geeignete Ahnlichkeitsmale bereits in einer parallel zu dieser
Diplomarbeit laufenden Masterarbeit untersucht wurden [GBO06], wird hier nicht weiter darauf
eingegangen.

3.2 Abhangige Transitionsmengen

Im Kontext der Analyse von T-Invarianten besteht eine Assoziationseegel aus einer Pré-
misses und einer Konklusioru der Regel, die jeweils aus einer Multimenge von Transitionen
bestehen. Basis ist eine Menge von T-InvariarteBs ist auch mdoglich, eine solche Regel tra-
gerbasiert zu formulieren, also als Menge. In diesem Fall wird hinter den Elementen nicht deren
Haufigkeit festgehalten.

Einige Regeln zu den T-Invarianten aus Tabelle 3.1 werden in Tabelle 3.2 angegeben.

Zu einer Assoziationsregek- u lasst sich die Haufigkeit des Auftretens (Support) und die Starke
der Korrelation (Confidence) bestimmen [Ada01l]. Zu beachten ist, dass der Begriff ,Support” in
diesem Zusammenhang nichts mit dem Begriff , Trager® der T-Invarianten zu tun hat. Der Support
(Formel 3.1) gibt an, in wievielen Invarianten die Regel im Vergleich zu allen Invarianten gilt.
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Nr. Regel Support Confidence
1 {t4(1)} = {t5(1)} 1 1

2  {t0(2)} = {t2(1)} 0.5 0.5

3 {t0}={t2} 1 1

4  {t1} = {t3} 0.5 1

5 {t5} = {t6} 0.5 0.5

Tabelle 3.2: Beispiele fur Assoziationsregeln zu Tabelle 3.1

Die Confidence (Formel 3.2) gibt den Anteil der betrachteten Invarianten an, in denanbei
Erfullung der Pramisseqilt.

suppori{s=-u) = ‘{i €l (“Slu u)gi}\ (3.2)

suppor(s=u) _[{iel|(suu)Ci}|
suppor{s) ~ |{iel|sCi}]

confidencés=-u) = (3.2)

Eine Regek =- u gilt fur eine T-Invariante, wenn in ihr sowohl die gwals auch die iru aufge-
zahlten Transitionen mit genau dersnndu angegebenen Haufigkeit schalten (Schreibweise
Diese Definition ist verschieden von der Standarddefinition aus [Ada01], da hier mit Multimengen
und nicht mit Attributen und diskretisierten Attributwerten gearbeitet wird.

Fir die in Tabelle 3.2 angegebenen Regeln sind in den letzten beiden Spalten der Support und die
Confidence angegeben.

Bei einer Menge von T-Invarianten weisen Assoziationsregetnu, die mit einer Confidence

von 1 auftreten und bei denen nur eine Transition mit eventuell unterschiedlichen Haufigkeiten in
der Pramisse auftritt, auf abhangige Transitionsmengen hin. Abhangige Transitionen kommen
entweder gemeinsam oder gar nicht in den T-Invarianten vor. Beispielsweise folgt aus der ersten
Regel aus Tabelle 3.2, dass in allen T-Invariartémmer zusammen mtb auftritt. Aus den
Regeln 2 und 3 folgt, dass die Transitiont®wundt2 zwar immer gemeinsam vorkommen, aber
nicht immer mit der gleichen Haufigkeit.

AulRerdem kdnnen einseitige Abhangigkeiten vorhanden sein, das heilt, dass eine Transition im-
mer in Verbindung mit einer zweiten auftritt, aber diese zweite Transition auch ohne die erste in
einer T-Invariante vorkommen kann. Diese letztere Form der Abhangigkeit weist auf das Vorhan-
densein von Alternativenim Netz hin. Im Rahmen dieser Arbeit sind aber vor allem die gegenseitig
voneinander abhéngigen Transitionen interessant.

Die Idee gegenseitig voneinander abh&ngiger Transitionsmengen im Kontext von Signaltransduk-
tionswegen wurde unter dem Begriff T-Gruppe bereits in [Sac05] und in [BNSMO04] als ,,Coupled
Reaction Set" eingefuhrt. Dieser Ansatz wird im Folgenden aufgegriffen und erweitert, da die ge-
nauere Untersuchung abh&ngiger Transitionmengen aussichtsreich im Bezug zur Auswertung der
T-Invarianten erscheint.
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Es ist anzunehmen, dass auch andere Assoziationsregeln, etwa solche mit einer besonders hohen
Abdeckung und eventuell geringerer Genauigkeit relevante Ergebnisse liefern kénnen. Allerdings
sprengt ihre eingehende Untersuchung den Rahmen dieser Arbeit. Assoziationsregeln werden im
weiteren Verlauf der Arbeit keine besondere Rolle mehr spielen, obwohl sie einen indirekten Weg
darstellen, abh&ngige Transitionmengen zu berechnen.

3.2.1 Definitionen

Eine abhangige Transitonsmenge ist eine Menge von Transitionen, die immer gemeinsam in einer
Menge von T-Invarianten vorkommen. Dabei kann man von den konkreten Haufigkeiten abstra-

hieren und nur den Support der T-Invariante beachten. Dies kann unter Umstanden nitzlich sein,
wenn nur an das reine Vorkommen der Transition interessant ist und nicht unterschieden wird, wie

oft eine Transition schalten muss.

Definition 3.2.1 (abstract DTS) Sei | eine Menge von T-Invarianten eines Petri-Netzes
N = (P, T,F,np). Eine Menge von Transitionen A& T wird abstrahiert abhangige Transitions-
menge bezlglich | (abstractly dependent transition set, kurz abstract DTS) genannt, wenn

Viel: Ansupgi)=A VvV Ansupgi)=20.

Eine abstract DTS A wird maximal genannt, wenn man keine weitere Transitiont aus T zu A
hinzufligen kann, so dass A zusammen mitt eine abstract DTS darstellt. Eine abstract DTS heif3t
echt, wenn ihre Transitionen in mindestens einer T-Invariante aus | vorkommen.

Zu beachten ist die Tatsache, dass die Menge von T-Invarianten, auf deren Basis die abstract
DTS berechnet werden, nicht unbedingt die Menge der minimalen oder einfachen T-Invarianten
sein muss. Es ist zum Beispiel sinnvoll, bei den minimalen T-Invarianten triviale Invarianten
auszuschlieB3en. Der Trager von trivialen T-Invarianten enthalt nur zwei Elemente. Da solche
T-Invarianten im Normalfall uninteressant sind, sollten sie nicht in die Berechnung einbezogen
werden, denn sie konnen das Ergebnis der Berechnung beeinflussen.

Im Gegensatz zu [Sac05] miussen abstract DTS laut Definition 3.2.1 nicht maximal sein. Fur viele
Anwendungen mogen zwar eher maximale DTS interessant sein, aber wie spater noch erlautert
wird, ist auch die Betrachtung von nicht maximalen DTS interessant. Alle maximalen abstract
DTS bilden auf der Menge der Transitionen eine Zerlegung in disjunkte Teilmengen.

Das Petri-Netz aus Abbildung 3.1 hat zwei T-Invarianten, aufgelistet in der nebenstehenden Ta-
belle. Es hat drei maximale abstract DTS, aufgelistet in Tabelle 3.3.

DTS1 = {t0,t2, t4, t5}
DTS2 = {t1,13}
DTS3 = {6}

Tabelle 3.3: Abstract DTS des Netzes aus Abbildung 3.1
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[o]0]
t0 tl
2
t2
p2 ( }—b

pl Transition| invg | invy
t0 2 3
t1 0 1
t3 t2 1 2
t3 0 1
03 " t4 1 1
<‘ ) > t5 1 1
t6 1 0
t5 2

p4

t6

Abbildung 3.1: Beispielnetz fur abstract DTS

Unter den abstract DTS auf Basis einer T-Invariantenmergjbt es unter Umstanden eine be-
sondere DTS, die einzige nicht echte abstract DTS. Sie umfasst alle Transitionen, die in keiner der
T-Invarianten aug vorkommen. Die Erkenntnis, dass diese Transitionen in keiner T-Invariante
vorkommen, ist durchaus interessant, beispielsweise wetie Menge aller nichttrivialen T-
Invarianten darstellt. Im biochemischen Kontext etwa kann es bedeuten, dass fur die einer Tran-
sition entsprechenden Reaktion die Ausgangsstoffe fehlen, beziehungsweise nicht in ausreichen-
dem Mal3e produziert werden kénnen. Da die Transitionen einer DTS sonst nicht die im Folgenden
verwendeten Gemeinsamkeiten aufweisen, wird diese DTS h&ufig von den beschriebenen Metho-
den ausgeschlossen.

Durch das Abstrahieren von den konkreten Haufigkeiten der Transitionen in den T-Invarianten
kann es vorkommen, dass Transitionen vom Standpunkt der Haufigkeiten her unabhangig vonein-
ander agieren konnen. In einer T-Invariante kann zum Beispiel Transitmveimal schalten und
Transitiont, dreimal, in einer anderen T-Invariante gerade umgekehrt.

In dem Petri-Netz aus Abbildung 3.1 trifft dieser Sachverhalt auf die Transitithendt2 zu.

Sie treten zwar in allen minimalen T-Invarianten gemeinsam auf, deshalb befinden sie sich in einer
abstract DTS. Ihre Haufigkeiten in den beiden T-Invarianen sind jedoch unabhéngig voneinander,
das heil3t diese beiden Transitionen schalten nicht immer im gleichen Verhéltnis.

Man kann deshalb von einer Menge von abhangigen Transitionen zusatzlich verlangen, dass auch
die Haufigkeiten in den T-Invarianten eine Abhangigkeit widerspiegeln. Das ermdglicht Aussagen
der Art ,Wenn Transitiort; in einer T-Invariante dreimal schaltet, schaltet Transitimmer
sechsmal “. Sollen Aussagen dieser Art getroffen werden, geniigen die Anforderungen der abstract
DTS an eine Transitionsmenge nicht.
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DTS1 = {t0}
DTS2 = {t2}
DTS3 = {t4,t5)
DTS4 = {t1,13}
DTS5 = {t6}

Tabelle 3.4: Strong DTS des Netzes aus Abbildung 3.1

Definition 3.2.2 (strong DTS) Sei | eine Menge von T-Invarianten eines Petri-Netzes
N = (P, T,F,mp). Eine stark abhéngige Transitionsmenge bezuglich | (strongly dependent
transition set, kurz strong DTS) ist eine Multimenge S aus Transitionen mit dem zugehorigen
Transitionsvektor & NJ, fiir den gilt:

Viel ke NVvteS:ift] =k-V[t]

Eine strong DTS S nennt man maximal, wenn man keine in S noch nicht vorhandene Transition t

aus T in beliebiger Anzahl zu S hinzufiigen kann, so dass S zusammen mitt eine strong DTS dar-
stellt. Eine strong DTS S heil3t echt, wenn die Transitionen aus S in mindestens einer T-Invariante

von N vorkommen.

Diese zweite Definition der DTS stellt scharfere Anforderungen an die Transitionen beziehungs-
weise deren Haufigkeiten in den T-Invarianten. Der Trager einer strong DTS ist immer auch eine
abstract DTS, aber nicht fir jede abstract DA8ann ein Transitionsvektargefunden werden,

so das den Trager einer strong DTS darstellt.

Die durch die maximalen abstract DTS gebildete Zerlegung der Transitionsmenge kann durch die
maximalen strong DTS verfeinert werden.

Berechnet man zu den beiden minimalen T-Invarianten aus Abbildung 3.1 die maximalen strong
DTS, erhalt man die Multimengen aus Tabelle 3.4. Hier liegt eine Verfeinerung der Zerlegung der
Transitionsmenge durch die strong DTS gegentber der Zerlegung durch die abstract DTS vor.

Fur die Berechnung aller einzelnen Haufigkeiten der Transitione8 ewsiner Invariante genugt

die Kenntnis des Reduktionsvektarsowie der Zahk. Dank der Informationen einer strong DTS
sind ,Wenn.,. .. dann“-Aussagen verbindlich mdglich. Das ermdglicht eine Zusammenfassung der
beteiligten Transitionen ohne Informationsverlust bei der Menge der Invarianten. Dieser Ansatz
wird im weiteren Verlauf verwendet.

3.2.2 Berechnung der DTS

Fir die Bestimmung der maximalen abstract DTS eines Petri-NBtze$P, T, F, mp) mit der T-
Invariantenmengé, gegeben als Menge von Parikh-Vektoren, bietet sich Algorithmus 3.1 an. Er
partitioniert die Menge der Transitionen in maximale disjunkte nichtleere Teilmengen. Jede dieser
Teilmengen erfullt die Anforderungen an eine abstract DTS.
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Algorithmus 3.1 Algorithmus zur Berechnung der abstract DTS
Require: |:= Menge der T-Invarianten

1. R:=T,;

2. D := Container fur abstract DTSs;

3: forall tinRdo

4. R:=R\{t};

5. d:=neue abstract DTS;
6: d:=duUt;
7.
8
9

D:=Dud;
for all sin Rdo
forall iinl do

10: if (i[t] = 0 undi[g] = 0) oder {[t]! = 0 undi[g]! = 0) then
11: continue 9;

12: else

13: continue 8;

14: end if

15: end for

16: d:=duUs;

17: R:=R\{s};

18: end for

19: end for

Der Aufwand fiir den Algorithmus 3.1 zum Berechnen der DTS isD{fiT|?- |I|). Diese Ab-
schétzung ergibt sich aus den drei ineinander geschachtelten for-Schleifen in Zeile 3, 8 und 9.
Allerdings muss dazu die Datenstruktur fir die Invarianten so gewéahlt sein, dass die Haufigkeit
einer Transition in einer Invariante mit einem Aufwandd(l) bestimmt werden kann.

Wurde die Menge der abstract DTBvon N bestimmt, so bilden diese die Grundlage fur die Be-
stimmung der strong DTS mit Algorithmus 3.2. Jede abstract DTS wird darin gegebenenfalls noch
einmal in disjunkte Teilmengen partitioniert. Darin werden jeweils die Transitionen einer abstract
DTS zusammengefasst, deren Haufigkeiten immer das gleiche Verhaltnis besitzen. Zusammen mit
dem jeweiligen Transitionsvektor bildet jede der so erzeugten Teilmengen die Menge der Tran-
sitionen einer strong DTS. Der Algorithmus 3.2 kann mit geringfligigen Anpassungen auch zur
direkten Berechnung der strong DTS benutzt werden. Der zeitliche Aufwand ist aufgrund der
vierten for-Schleife irO(|T|3- |1|), liegt aber praktisch darunter, da durch die Einschréankung auf
abstract DTS, jeweils in Zeile 3, die zu durchsuchende Knotenmenge in den Zeilen 4 und 8 ein-
geschrankt werden kann.

Der Transitionsvektov einer strong DTS = (Ts, V) wird anhand einer Invarianiebestimmt, in

der die Transitionen auk mindestens einmal vorkommen. Dazu wird der grof3te gemeinsame
TeilerggT der Haufigkeiten bestimmt, mit denen Transitionen®is i schalten. Darauffolgend
werden diese Haufigkeiten durglyT geteilt und das Ergebnis infestgehalten. Formaler:



3.2. ABHANGIGE TRANSITIONSMENGEN 23

0 fallst ¢ T.
vt = { U falst i ny
9gT S
Die Bestimmung der DTS ist auch fir andere Mengen von T-Invarianten méglich, die von der
Menge der minimalen T-Invarianten verschieden sind. Fir Reduktionen, die nicht auf den DTS al-
ler minimalen T-Invarianten beruhen, gelten jedoch im Allgemeinen nicht die im Kapitel 4 nach-
gewiesenen Eigenschaften der Reduktion. In solchen Fallen muss das Ergebnis der Reduktion
immer im Zusammenhang mit der zugrunde liegenden T-Invariantenmenge betrachtet werden.

3.2.3 Eigenschaften der abhangigen Transitionsmengen

Nach dem Finden abh&ngiger Teilmengen der Transitionen sind zuné&chst verschiedene statische
Eigenschaften dieser Mengen interessant. Die Beziehungen der Transitionen untereinander kon-
nen relevant sein. Das Gesamtverhalten der Transitionen nach auf3en, das heil3t im Bezug zum
restlichen Petri-Netz, kann wichtige Erkenntnisse Uber das Petri-Netz liefern. Die im Folgenden
getroffenen Aussagen gelten immer fur beide Arten der DTS, es sei denn, die DTS-Art wird ex-
plizit erwahnt.

Eine erste Aussage fur die echten DTS lasst sich leicht feststellen: Transitionen einer echten DTS
befinden sich immer in einem zusammenhangenden Teilnetz. Da die DTS auf den T-Invarianten
basierend berechnet werden, und zu jeder T-Invariante ein zusammenhangendes Teilnetz gehort,
in dem die Transitionen der DTS entweder alle oder gar nicht enthalten sind, gehéren folglich
alle Transitionen einer DTS zu einem zusammenhangenden Teilnetz. Die Transitionen einer DTS
mussen jedoch nicht direkt Gber einen Platz miteinander verbunden sein, sie kdbnnen im gesamten
Teilnetz verteilt auftreten. Betrachtet man die von der DTS induzierten Teile des Netzes, mussen
diese damit nicht notwendig zusammenhé&ngen.

Interessant ist die Frage, ob bestimmte Netzstrukturen in den Teilnetzen auftreten kdnnen, die
durch die echte DTS induziert werden. Transitionen, die in einer kausalen Relation stehen, kén-
nen nattrlich in einer echten DTS vorkommen. Zwei Transitionen einer echten DTS kénnen aber
auch in einer Konfliktrelation oder in einer Unabhangigkeitsrelation stehen. Abbildung 3.2 zeigt
Beispielnetze fur diese Falle. Die beiden Transitiotiznndt3 stehen miteinander in Konflikt,

aber die Ruckkopplung durch Plagd bewirkt, dass sie sich trotzdem in einer DTS befinden.
Transitiont6 undt7 stehen in einer Unabhangigkeitsrelation, befinden sich aber durch den ge-
meinsamen Vorgangés in einer DTS.

Daraus kann man schlie3en, dass je nach Aufbau des zugrunde liegenden Petri-Netzes auch kom-
plexe Strukturen in den von echten DTS induzierten Teilnetzen vorkommen kénnen.

Es folgt noch eine spater niitzliche Aussage:

Lemma 3.2.3 Sei N= (P, T,F,mp) ein Petri-Netz, S eine echte strong DTS auf Basis aller mi-
nimalen T-Invarianten, v der Transitionsvektor von S und seifpein Platz, dessen Vor- und
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Algorithmus 3.2 Algorithmus zur Berechnung der strong DTS

Require: | := Menge der T-Invarianten ;
Require: D := Menge der abstract DTS;
1: S:= Container fur strong DTSSs;
2: forall din D do

3 R:=d;
4. forall tinddo
5: R:=R\{t};
6: g := neue strong DTS;
7 g:=gu{t};
8: for all sin Rdo
o: relation:=0;
10: forall iinl do
11 if ift] =0 then
12: continue 10;
13: end if
14: if relation= 0then
15: relation:=i[t]/i[g];
16: else
17: if relation=i[t]/i[s| then
18: continue 10;
19: else
20: continue 8;
21: end if
22: end if
23: end for
24: g:=gquU{s};
25: R:=R\ {s};
26: end for
27: S:=Su{g};
28: end for

29: end for
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Abbildung 3.2: Beispielnetze fur Transitionstypen innerhalb einer DTS

Nachtransitionen ausschlief3lich in S sind. Dann ist die mit v gewichtete Summe der Kantenbewer-
tungen der Kanten zwischen Transitionen aus S und p null.

(VacepUpe:acs = st[a](F(a, p)—F(p,a)) =0.

Beweis: Die strong DTS wurde auf der Basis aller T-Invarianten berechnet. Daraus kann man
schlieRen, dass entweder alle TransitionenQnseiner T-Invariante vorkommen oder keine ein-
zige. Seit eine beliebige Schaltfolge zu einer beliebigen minimalen T-Invariaft@achdemr
geschaltet hat, muss die Markierung wieder mit der Markierung des Petri-Netzes vor dem Schalten
von T Ubereinstimmen, denn anderenfalls wBkeine T-Invariante. D@ nur Vor- und Nachtran-
sitionen inS hat, verandert sich die Markenanzahl guivdhrend des Schaltens vemur durch
Transitionen au§, und befindet sich am Ende des Schaltvorgangs wieder beim Ausgangswert.

Z$#<a7 T)(F(a7 p) - F(p7 a)) =0.

ac

Die Schalthaufigkeiten von Transitionen &a#n 1 sind laut Definition 3.2.2 gerade durch ein
k-Vielfaches vorv beschrieben:

ESk-V[a] -(F(a,p)—F(p,a) =0.

O

Platze, die nur Transitionen der selben DO'&8s Vor- und Nachtransition besitzen, werdemnere
Platzeder DTSd genannt. Alle anderen mit den Transitionen der DTS verbundenen Platze heil3en
Randplatzevond.

Da die Transitionen einer echten DTS immer gemeinsam in T-Invarianten vorkommen, kann man
diese zusammenfassen. Es gibt verschiedene Mdglichkeiten, die Transitionen zusammenzufassen
und damit das Verstandnis des Petri-Netzes zu erleichtern.
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Dabei muss beachtet werden, um welche Art der DTS es sich handelt: eine abstract DTS oder
eine strong DTS. Nicht zuletzt ist auch das Ziel relevant, das die Zusammenfassung der Tran-
sitionen erreichen soll. Ein mogliches Ziel ist das Gewinnen eines Uberblicks liber die Menge
der T-Invarianten, also eine Vereinfachung oder kompaktere Darstellung der T-Invarianten. Ziel-
stellung kann es aber auch sein, mit Hilfe der T-Invarianten einen Uberblick tiber das zugrunde
liegende Petri-Netz zu erhalten.

3.2.4 Anwendungen der abhangigen Transitionsmengen

In den folgenden Abschnitten werden verschiedene Varianten vorgestellt, die Informationen tber
die DTS sinnvoll einzusetzen.

Teilmengen zur Darstellung der T-Invarianten

Spielen die Haufigkeiten bei der Charakterisierung der T-Invarianten eine untergeordnete Rol-
le, bietet sich eine vereinfachte Darstellung der T-Invarianten an, die nur den Support einbezieht.
Unter dieser Betrachtungsweise bilden alle minimalen oder alle einfachen T-Invarianten voneinan-
der verschiedene Teilmengen der Transitionsmenge. Diese Teilmengen kdnnen durch Boolesche
Formeln beschrieben und durch sogenannte binére Entscheidungsdiagramme (binary decision dia-
grams, kurz BDD) dargestellt werden [Bry86].

BDD wurden zuerst in [Bry86] eingefuihrt und werden seitdem haufig praktisch eingesetzt, um
Teilmengen einer endlichen Grundmenge effizient zu reprasentieren. Verschiedene Operationen,
die fur den Vergleich und die Analyse von T-Invarianten nutzlich sein kdnnen, lassen sich auf einer
BDD-basierten Datenstruktur effizient implementieren. Dazu gehéren Operationen wie Schnitt
und Vereinigung von Teilmengen.

Fir eine effiziente Umsetzung solcher Operationen muss eine gunstige Reihenfolge der Variablen
des BDD festgelegt werden. Von der Reihenfolge der Variablen hangt die Grol3e der Datenstruktur
ab, die das BDD reprasentiert. Eine gunstige Reihenfolge der Variablen kann bisher nur durch
Heuristiken effizient bestimmt werden, denn das Finden der optimalen Reihenfolge ist ein NP-
vollstandiges Problem (siehe [BW96]). Die abstract DTS kénnen eine Grundlage der Heuristik
bilden, denn abhéngige Variablen sollten mdglichst hintereinander angeordnet werden, damit die
Knotenanzahl des BDDs mdglichst gering ist.

Die Transitionen einer abstract DTS kénnen zusammengefasst als eine Variable im Booleschen
Ausdruck betrachtet werden, ohne dass es zu einem Informationsverlust kommt. Der Trager jeder
T-Invariante lasst sich anhand der DTS-Informationen und anhand des BDDs eindeutig rekonstru-
ieren.
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Automat zur Darstellung der T-Invarianten

In diesem Abschnitt bilden deterministische endliche Automaten die Grundlage fur eine Dar-
stellung der T-Invarianten. Ziel ist es, in moglichst kompakter Form eine endliche Menge von
T-Invarianten zu beschreiben. Dafir wird zunachst in kurzer Form der deterministische endliche
Automat formal eingefuihrt. Eine ausfihrliche Beschreibung des Modells befindet sich in [HU79].

Definition 3.2.4 Ein deterministischer endlicher Automat ist ein TupetAQ, Z, d,qo, F) mit
1. Q als endliche Menge von Zustanden
2. Z als endliche Menge von Eingabesymbolen
3. 5:Qx 3 — Q als Ubergangsfunktion
4. p € Q als Startzustand
5. F C Q als Menge der Endzustande.

Ein deterministischer endlicher Automat, kurz DEA, verarbeitet Zeichenreihen, indem er anhand
des gelesenen Zeichens in einen neuen Zustand wechselt. Welche Zustandsiibergange moglich
sind, beschreibt die UbergangsfunktidnEine Zeichenreihe aus Eingabesymbolen wird von ei-

nem DEAM akzeptiert, wenn sich dieser nach der Verarbeitung aller Zeichen des Wortes in einem
Endzustand befindet. Die Funktidri ist induktiv tber die L&nge der Worte definiert:

1.vqeQ:((g,€),q) € "

2. Ywe ¥, a€ 2 undp,q,r € Q gilt: ist ((p,w),q) € 8" und ((g,a),r) € J, so ist auch
((p,wa),r) € 5.

Mit Hilfe von &* ist die vonM akzeptierte Sprachey folgendermalen definiert:
Lm ={w|3IpeF: ((qo,w),p) € 0*}.

Fir jede endliche Sprache kann man einen eindeutigen minimalen DEA generieren, der genau
diese Sprache erkennt. Der Knuth-Morris-Pratt-Algorithmus entwickelt einen DEA fir einzelne
Worte. Er wird ausfuhrlich in [Sed83] beschrieben. Da endliche Sprachen unter Vereinigung ab-
geschlossen sind, ist ein Automat fir die Sprache aus den Automaten fir die einzelnen Worte
konstruierbar.

Fasst man die Transitionen als Menge von Eingabesymbolen und Schaltfolgen als Worte auf,

definiert eine endliche Menge von Schaltfolgen eine Sprache. Wirde nun jeder T-Invariante eine

Schaltfolge zugeordnet werden, kdnnte man fir die entsprechende Menge von Schaltfolgen einen
Automaten generieren und hatte eine vollstandige Beschreibung der T-Invarianten mit Hilfe eines

DEA. Jeder Weg vom Startzustand zu einem Endzustand entspréche dann einer T-Invariante.

Leider gibt es zu jeder T-Invariante, die mehr als eine Transition enthalt, mehrere Schaltfolgen.
Zudem hangt die Anzahl der Zustande im Automaten sehr stark von den gewéhlten Schaltfolgen
ab. Deshalb wird fur die Darstellung von T-Invarianten mit DEA eine beliebige aber feste Reihen-

folge der Transitionen gewéahlt. Wird die Reihenfolge der Transitionen festgelegt, kann man die
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Paare(t, h) als Eingabesymbole, die T-Invarianten als Worte aus diesen Symbolen und die Menge
der T-Invarianten als Sprache auffassen. Ein Wort zu einer T-Invariante besteht dann aus einer
Aufzahlung von Paareft, h), wobeit eine Transition undh deren Haufigkeit in der T-Invariante
darstellt. Dabei muss die Reihenfolge der Transitionen eingehalten werden. Jeder T-Invariante
wird so eine eindeutige Schaltfolge und damit ein eindeutiges Wort zugeordnet.

Die festgelegte Reihenfolge hat Auswirkungen auf die Grél3e des Automaten. Sind die Transi-
tionen gilnstig angeordnet, hat der Automat wenige Verzweigungen und Zustande. Die Kenntnis
der strong DTS kann dafir benutzt werden, die Anzahl der Verzweigungen und Zusténde zu ver-
ringern. Transitionen einer DTS sollten moglichst hintereinander angeordnet werden, denn da sie
immer zusammen schalten, gibt es an diesen Stellen moéglicherweise weniger Verzweigungen im
Automaten als bei einer beliebigen Anordnung.

Analog zur Zusammenfassung von Transitionen einer abstract DTS im BDD kann mit Hilfe der
strong DTS die Anzahl der Zustande im DEA nochmals verkleinert werden. Das geschieht, indem
eine Kette von Zustanden, deren Zustandsuibergange gerade der strong DTS entsprechen, zu einem
Zustandsuibergang zusammengefasst wird. Aus den Informationen der strong DTS kann jederzeit
wieder auf die konkrete Haufigkeit der Transition in den T-Invarianten geschlossen werden.

Da die DEA-basierte Darstellung der T-Invarianten die konkreten Haufigkeiten in die Eingabe-
symbole einbezieht, eignen sich fir das Festlegen der Reihenfolge der Transitionen nur die strong
DTS. Verzweigungen kdnnen bei letzteren innerhalb der zu der strong DTS gehdrenden Zusténde
immer noch entstehen, da die Haufigkeiten der Transitionen innerhalb der strong DTS voneinan-
der verschieden sein kdnnen.

Abbildung 3.3 zeigt einen Automaten, der die Menge der minimalen Invarianten des Petri-Netzes
aus der Fallstudie 5.2 in Kapitel 5 zeigt. Es gibt vier minimale Invarianten und funf strong DTS.
Statt den Kanten des Automaten Paare aus Transitionen und Haufigkeiten als Beschriftung zu-
zuweisen, werden die Kanten mit den Namen der DTS und einer Haufigkeit beschriftet. Ist die
Haufigkeit eins, kann sie analog zur Notation bei den Petri-Netzen weggelassen werden.

Die Haufigkeit beschreibt, wie oft die Transitionen der DTS in ihrer Gesamtheit schalten. Mit
dem Transitionsvektor der DTS kann dann auf die Schalth&aufigkeit einer Transition in der DTS
geschlossen werden, indem die Haufigkeit an der Kante mit der Haufigkeit einer Transition im
Transitionsvektor multipliziert wird. Das Ergebnis ist ein Automat mit vier Zustanden. Vom
Startzustand aus, der durch einen Pfeil ohne Quellknoten gekennzeichnet ist, gibt es vier ver-
schieden beschriftete Wege zu dem akzeptierenden Endzustand. Dieser ist durch eine doppel-
te Umrahmung hervorgehoben. Der Automat in Abbildung 3.3 erkennt die endliche Sprache
{(DTSL,1)(DT,1)(DTH,1), (DTSL1)(DTX,1)(DTS,1), (DTSL1)(DTS3,1)(DTH,1),
(DTSL1)(DTS3,1)(DTh,1)}. Diese Worte beschreiben komprimiert die T-Invarianten des
Petri-Netzes.

Fur die Bestimmung einer gunstigen Reihenfolge der DTS kénnen ahnliche Algorithmen bezie-
hungsweise Heuristiken verwendet werden, die auch zu Bestimmung der Reihenfolge der Varia-
blen in BDD eingesetzt werden.
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Abbildung 3.3: Invariantenbeschreibung mit finitem Automat

Hierarchisierung und Reduktion des Petri-Netzes

Neben der Darstellung der T-Invarianten mit Hilfe von DEA und BDD kann ein weiteres Ziel die
Verbesserung des Petri-Netz-Modells durch Transformationen anhand der T-Invarianten sein.

Bei der Modellierung eines Systems mit Petri-Netzen kommt es darauf an, anschaulich und analy-
tisch aussagekraftig das System darzustellen. Der Detaillierungsgrad, mit dem einzelne Teile des
Systems herausgearbeitet werden, wirkt sich auf diese Eigenschaften stark aus.

Vergroberungen und Verfeinerungen von Netzteilen sind geeignete Transformationen, Systemteile
mit dem jeweils gewlnschten Detaillierungsgrad zu modellieren. Inhaltlich zusammenhangende
transitions- beziehungsweise platzberandete Teilnetze werden durch hierarchische Transitionen
beziehungsweise Platze ersetzt. Das ersetzte Teilnetz bleibt vollstandig auf der nachsten Hierar-
chieebene bestehen. Die Eigenschaften des Petri-Netzes bleiben vollstandig erhalten, da sich das
Netzverhalten bei dieser Transformation nicht andert. Einzig die Darstellung des Systems andert
sich.

Eine gute Hierarchisierung eines Petri-Netzes zeichnet sich durch einen sinnvollen Detaillierungs-
grad auf jeder Hierarchieebene und eine sinnvolle Auswahl der Teilnetze aus, die sich auf der
nachsten Hierarchieebene befinden. Dabei sollte jede Hierarchieebene strukturell abgeschlossen
und verstandlich sein, ohne Kenntnis des genauen Inhaltes der hierarchischen Knoten.

Die durch die DTS induzierten Teilnetze haben die Eigenschaft, dass basierend auf den T-
Invarianten ein enger Zusammenhang zwischen den in der DTS enthaltenen Transitionen besteht.
Dies ist eine wichtige Voraussetzung fur eine sinnvolle Hierarchisierung.

Eine weitere Technik zur Vereinfachung von Petri-Netzen ist die schrittweise Reduktion mit Hil-
fe von Reduktionsregeln. Dabei wird in jedem Reduktionsschritt ein Teilnetz des Petri-Netzes
durch ein anderes Teilnetz ersetzt. Zumeist verringert sich dabei die Anzahl der Knoten und die
Komplexitat des Petri-Netzes. Bei der Reduktion sollen sich die wesentlichen Eigenschaften des
Petri-Netzes nicht verandern. Wesentliche Eigenschaften kénnen die Invarianten, die Lebendigkeit
oder die Beschranktheit des Petri-Netzes sein.

Es gibt bereits eine Reihe von Reduktionsregeln, die zur Reduktion von Petri-Netzen verwen-

det werden. Einige sind in [Sta90] aufgefuhrt. Diese Regeln basieren auf der lokalen Suche von
bestimmten Teilnetzen, die dann durch einfachere Teilnetze ersetzt werden kdnnen. Sie sind un-
abhangig von den T-Invarianten des Petri-Netzes und erhalten meist die Lebendigkeit und die
Beschranktheit des Petri-Netzes, aber nicht die Invarianten. Werden beispielsweise mit der Reduk-
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tionsregel 3 aus [Sta90, Kapitel Reduktion] parallele Transitionen entfernt, kann sich die Anzahl
der T-Invarianten im Petri-Netz um den Faktor zwei verringern.

Wenn die Menge der minimalen T-Invarianten des Petri-Netzes zur Verfigung steht und bei der

Reduktion des Petri-Netzes die T-Invarianten des Petri-Netzes erhalten bleiben sollen, kdnnen
auf Basis der DTS weitere Reduktionsregeln formuliert werden. Diese neuen Reduktionsregeln

sollten auch Teilnetze erfassen, fur die keine der bekannten lokalen Reduktionsregeln anwendbar
ist. Die auf den DTS basierende Reduktion eines Petri-Netzes ist die Fortfihrung des Gedankens
der Hierarchisierung, denn das reduzierte Teilnetz wird nicht auf die nachste Hierarchieebene

verschoben und durch eine hierarchische Transition ersetzt, sondern direkt durch eine Transition
ersetzt.

3.3 Zusammenfassung der vorgestellten Verfahren

Die Standardverfahren aus dem Bereich Data-Mining erzielen, abgesehen von der Clusterung,
scheinbar nicht direkt verwertbare Ergebnisse. Eine Teilmenge der Assoziationsregeln, die zu ei-
ner Menge von Invarianten ermittelt werden, ermoéglicht weiterfihrende Schliisse tUber die Invari-
anten von Petri-Netzen. Speziell die daraus ableitbaren abhangigen Transitionsmengen erscheinen
aussichtsreich fur eine weitere Verwendung. Die Clusterung von T-Invarianten ist trotz offensicht-
licher Eignung aus oben genannten Grunden nicht Gegenstand dieser Arbeit.

Die Kenntnis der voneinander abhangigen Transitionsmengen, also der DTS eines Petri-Netzes,
kann einerseits dazu benutzt werden, die T-Invarianten komprimiert zu verwalten und darzustel-
len. Dabei erscheint eine Beschreibung der T-Invarianten mit Hilfe von DEA als sinnvoll. Die
Darstellung mit Hilfe von DEA hat den Vorteil, dass sie graphisch leicht zu veranschaulichen ist.
AulRRerdem kann ein DEA mit Standardverfahren, zum Beispiel in [HU79] beschrieben, in eine
rechtslineare Grammatik beziehungsweise in einen regularen Ausdruck umgewandelt werden.

Ein Nachteil der Methode mit DEA ist das Festlegen einer konkreten Reihenfolge der Transitionen
fur die Darstellung. Es suggeriert vor allem bei Visualisierungen die Tatsache, dass die Schaltrei-
henfolge der Transitionen in einer T-Invariante feststeht. Eine T-Invariante kann man aber als eine
Multimenge interpretieren, bei der die Reihenfolge der Elemente keine Rolle spielt. Wenn fir alle
T-Invarianten eine einzige Reihenfolge der Transitionen beim Schalten festgelegt wird, geht dieser
Charakter der T-Invariante verloren.

Die Reihenfolge spielt dagegen bei der Darstellung von T-Invarianten auf Basis von Teilmengen
zunachst keine Rolle. Eine effiziente Art der Représentation dieser Teilmengen, die BDD, eignen
sich zwar gut dazu, intern die Teilmengen zu verwalten und bestimmte Operationen wie Schnitt
und Vereinigung darauf auszufuhren. Da jedoch auch eine effiziente Verwaltung von T-Invarianten
nur durch weitere Auswertungen neue Erkenntnisse bringen kann, und BDD nicht dazu geeignet
sind, die Informationen Uber die T-Invarianten fiir einen menschlichen Betrachter geeignet dar-
zustellen, wird die BDD-basierte Darstellung in dieser Arbeit nicht weiter verfolgt. Leider gehen
aulRerdem bei der Reprasentation der T-Invarianten durch Teilmengen die quantitativen Informa-
tionen Uber die T-Invarianten verloren.
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Neben der Verwendung der DTS in Methoden, welche T-Invariantenmengen darstellen, kdnnen

die DTS auch dazu benutzt werden, das Petri-Netz zu vereinfachen. In Frage kommen dafir ver-
schiedene Transformationen, die eine Hierarchisierung oder eine Reduktion des Petri-Netzes zur
Folge haben. Dabei sind abstrahierende Verfahren auf Basis der abstract DTS sowie die Genauig-
keit erhaltende Verfahren auf Basis der strong DTS maoglich.

Eine automatisierbare Erkennung von geeigneten Teilnetzen fur eine Hierarchisierung oder eine
Reduktion anhand der rein statischen Eigenschaften des Petri-Netzes, zu denen die T-Invarianten
gehoren, konnte den praktischen Modellierungsprozess verbessern. Deshalb wird im Folgenden
genauer auf diese Verwendungsmaoglichkeiten der DTS eingegangen und im folgenden Kapitel
genauer vorgestellt.






Kapitel 4

Hierarchisierung und Reduktion des
Petri-Netzes

Eine hierarchische Gliederung eines Petri-Netzes kann durch Abstraktion an geeigneten Stellen
dazu beitragen, dem menschlichen Betrachter das Verstandnis zu erleichtern. In diesem Kapitel
wird eine automatische Hierarchisierung anhand der DTS, die im vorhergehenden Kapitel aus-
fuhrlich beschrieben wurden, vorgestellt.

Werden in einem Petri-Netz Transitionen oder Platze mit Hilfe von Reduktionsregeln zu neuen
Transitionen und Platzen zusammengefasst, kann das entstehende Petri-Netz Ubersichtlicher wer-
den. Durch Reduktionen kann sich der Aufwand fur die Berechnung des Erreichbarkeitsgraphen
verringern, und die Informationen, die das Petri-Netz enthalt, kdnnen auf Wesentliches reduziert
werden.

Bei Reduktionen sollen sich moglichst wenige wesentliche Eigenschaften des Netzes andern. Ne-
ben der Hierarchisierung werden im Folgenden verschiedene neue Reduktionsregeln vorgestellt.

Man unterscheidet im Allgemeinen bei den Reduktionsregeln fur Petri-Netze zwischen lokalen
und globalen Reduktionsregeln. Lokale Reduktionsregeln setzen im Gegensatz zu globalen Re-
duktionsregeln keine Kenntnis des Erreichbarkeitsgraphen voraus [Sta90]. Fur die in dieser Ar-
beit eingefihrten Reduktionsregeln muss die Menge der minimalen T-Invarianten bekannt sein.
Die minimalen T-Invarianten werden zwar nicht mit Hilfe des Erreichbarkeitsgraphen berech-
net, setzen aber die Kenntnis des gesamten Petri-Netzes voraus. Aul3erdem ist der Aufwand zur
Berechnung der minimalen T-Invarianten eines Petri-Netzes im schlimmsten Fall exponentiell.
Deshalb sind die hier vorgestellten Reduktionsregeln ebenfalls den globalen Reduktionsregeln
zuzuordnen, wenn auch der Erreichbarkeitsgraph zur Bestimmung der zu reduzierenden Knoten
nicht benotigt wird.

Da die Reduktion einer nicht echten DTS nach bisherigen Erkenntnissen nicht sinnvoll erscheint,
wird im Folgenden immer von echten DTS gesprochen.
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4.1 Hierarchische Strukturierung

Mit einer Hierarchisierung eines Petri-Netzes soll die Ubersichtlichkeit erhéht werden, indem an
geeigneten Stellen hierarchische Knoten Teilnetze symbolisieren. Das hierarchisch gegliederte
Petri-Netz hat dabei das gleiche Verhalten, denn durch die Hierarchisierung &ndert sich nur die
optische Darstellung der Struktur, nicht das Petri-Netz selbst.

In der Regel wird die Hierarchisierung mit menschlichem Sachverstand wahrend des Modellie-
rungsprozesses durchgefuhrt. Inhaltlich eng zusammenhangende transitionsberandete oder platz-
berandete Netze werden hierarchischen Transitionen oder Platzen zugeordnet und durch diese
symbolisch dargestellt.

Stehen zu einem Petri-Netz-Modell die T-Invarianten zur Verfugung, kénnen mit den in Kapitel
3.2.2 vorgestellten Algorithmen die maximalen DTS des Modells berechnet werden. Jede Teil-
menge einer abstract (strong) DTS ist ebenfalls eine abstract (strong) DTS. Die Transitionen jeder
DTS induzieren platzberandete Teilnetze, die sich allerdings an Randplatzen tberlappen kénnen.
Reduziert wird das induzierte Teilnetz einer DTS ohne die Randplatze. Die reduzierten Teilnetze
sind damit transitionsberandet.

Abbildung 4.1(a) zeigt noch einmal das Beispielnetz aus Abbildung 3.1, mit verschieden markier-
ten Transitionen der drei maximalen abstract DTS. In Abbildung 4.1(b), 4.1(d) und 4.1(c) ist das
hierarchisierte Netz mit den Teilnetzen abgebildet. Es entsteht durch die oben beschriebene Er-
setzung der Teilnetze, die durch die mehrelementigen maximalen abstra@DIISundDT &
induziert werden. Der entstehende hierarchische Knoten wird jeweils mit dem Namen der abstract
DTS benannt.

Da zwischen den Transitionen einer DTS bezlglich der T-Invarianten eine enge Verbindung be-
steht, bilden diese induzierten Teilnetze eine geeignete Grundlage fur eine Hierarchisierung des
Petri-Netzes. Die Transitionen einer DTS kdnnen im Bezug zu den T-Invarianten als funktionale
Einheit betrachtet werden. Alle Transitionen, die zu einer DTS gehdren, sowie alle inneren Platze
der DTS, kénnen als Teilnetz von einer hierarchischen Transition symbolisiert werden.

Fur die hierarchische Strukturierung eines Petri-Netzes mit durch DTS induzierten Teilnetzen kon-

nen sowohl strong DTS als auch abstract DTS benutzt werden. Denkbar ist auch eine mehrstufige
Hierarchisierung. Es kann zum Beispiel sinnvoll sein, mehrere zusammenhangende DTS durch
eine einzige hierarchische Transition darzustellen, die dann selbst fir jede DTS eine hierarchische
Transition enthalt. Denkbar ist auch, fur die erste Hierarchiestufe die zu den abstract DTS geho-
renden Teilnetze durch hierarchische Transitionen zu ersetzen. In einem zweiten Schritt kbnnen
die strong DTS dann eine weitere Hierarchiestufe bilden.

Neben der Mdglichkeit, Netze zu hierarchisieren, kann auch die bestehende Hierarchisierung tber-
prift werden, beziehungsweise kénnen funktionell zusammenhé&ngende, aber tber verschiedene
Hierarchieebenen verteilte Transitionen identifiziert werden.
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Abbildung 4.1: Beispiel fur Hierarchisierung mit abstract DTS
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4.2 Tragerbasierte Reduktion

Statt die Teilnetze durch hierarchische Transitionen zu ersetzen, kénnen Teilnetze auch zu Tran-
sitionen reduziert werden. Eine Reduktion des Netzes ist im Gegensatz zur Hierarchisierung eine
strukturelle Veranderung, die die Eigenschaften des Netzes beeinflussen kann.

Die erste und einfachste Reduktion ist die trAdgerbasierte Reduktion. Sie dient dazu, anhand der
Informationen der T-Invarianten das Petri-Netz qualitativ in disjunkte Teile zu zerlegen. Quali-
tativ bedeutet hier, dass die konkreten Haufigkeiten nicht in die Reduktion einbezogen werden.
Quantitative, die Haufigkeiten betreffende Aspekte spielen keine Rolle bei dieser Reduktion, denn
die Transitionen einer abstract DTS werden trotz moglicher Unterschiede bei den Haufigkeiten in
den T-Invarianten zu einer Einheit zusammengefasst. Da die Transitionen einer abstract DTS in
den T-Invarianten immer gemeinsam vorkommen, bilden die entstehenden Einheiten eine Mdg-
lichkeit, ein quantitatives Petri-Netz zumindest qualitativ zu vereinfachen und damit die durch
T-Invarianten beschriebenen Ablaufe besser zu erkennen.

Reduktionsregel 4.2.1 (Tragerbasierte ReduktionsregelEgs sei N= (P, T, F, mp) ein Petri-Netz
und | eine Teilmenge der T-Invarianten von N. Durch die tragerbasierte Reduktion entsteht das
Petri-Netz N mit der leeren Markierung und der Kantenbewertuigéigendermaf3en:

Voraussetzung: Seien alle Transitionenaus A in einer echten abstract DTS, die auf Basis
von | berechnet wurde.

Anwendung: Entferne alle Transitionen aus A aus dem Petri-Netz. Entferne ebenfalls
alle Platze, deren Vor- und Nachtransitionen alle in A enthalten sind.
Flige eine neue Transition r in das Netz ein. Die Markierung voisiN
die leere Markierung. Die Kantenbewertung wird wie folgt festgelegt:

F/(p.t) = 1 fallst¢ AU{r} AF(p,t) >0 odert=rAJacA:ac pe
’ 0 sonst

Fltp)=d © fallst ¢ AU{r} AF(t,p) >0 odert =rAJacA:acep
’ 0 sonst

Die Kantenbewertungen des gesamten urspringlichen Netzes werden bei der Berechnung der
Kantenbewertun§’ fiir das reduzierte Netd’ neu bestimmt. Es sind die beiden Kantenbewertun-

gen null und eins maglich. Dies geschieht, weil die Informationen tber die Schalthaufigkeiten bei
der Reduktion nichtin allen T-Invarianten gleich sind. Damit kann auch die neue Kantenbewertung
im Allgemeinen nicht mehr eindeutig festgelegt werden. Beispielsweise sind die Schalthaufigkei-
ten der reduzierten Transitionen in den T-Invarianten des Petri-Netzes aus Abbildung 4.1 bei der
Reduktion nicht eindeutig auf die neue Transition umrechenbar.

Die Analyse der beiden T-Invarianten dieses Netzes ergibt laut Tabelle 3.3, dass sich in je-
weils einer abstract DTS die Transitiongtl,t3} = DT SL und {t0,t2,t4,t5} = DTS2 sowie
{t6} = DT S3 befinden. Bei der Zusammenfassung der beiden Transitidnandt3 ist leicht
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Abbildung 4.2: Beispiel fur tragerbasierte Reduktion

zu bestimmen, welche Auswirkungen ein gemeinsames Schalten dieser Transitionen auf die Mar-
kenzahl der Vor- und Nachplatze hat. Hier wird in beiden T-Invariamefnundinv, des Netzes

aus Abbildung 3.1 nur eine Marke v@2 entfernt und jeweils eine Marke ap0 und p4 abge-

legt. Anders ist es beim Zusammenfassen der TransitioneDV¥d®. Es ist nicht klar, ob die

neue Transition insgesamt die Markenzahl ygnum eins erhéht, wie imvg, oder die Marken-

zahl insgesamt nicht verandert, wieinv,. Deshalb wird bei der neuen Kantenbewertung immer
dann die Kante zu oder von der neuen Transitianit eins bewertet, wenn der entsprechende
Platz Vor- oder Nachplatz einer der zusammengefassten Transitionen war.

Die Bewertungen der Kanten zu der neuen Transtti@ssen sich also hdchstens noch qualitativ
festlegen, nicht mehr quantitativ. Da so Teile des Netzes nur noch qualitativ spezifiziert sind, wird
auch der verbleibende Teil der Kantenbewertungen nur noch qualitativ, also mit null oder eins,
angegeben.

Das Petri-Netz aus Abbildung 4.1, bei dem die beiden mehrelementigen abstract DTS zu jeweils
einer Transition reduziert wurden, wird in Abbildung 4.2 gezeigt.

Neben der nicht eindeutig festzulegenden Kantenbewertung ist auch eine exakte Behandlung von
nichtleeren Markierungen im Allgemeinen nicht moglich. Die naheliegende ldee, alle Markierun-
gen auf im neuen Netz ebenfalls vorhandenen Platzen zu erhalten, fuhrt nicht zu einem aquiva-
lenten Verhalten des neuen Netzes. Da die neuen Kantenbewertungen nur null oder eins betragen
konnen, werden durch die Reduktion mdglicherweise Transitionen schaltfahig, die vorher nicht
schaltfahig waren. Das Verhalten des neuen Netzes wéare komplett verschieden von dem Verhalten
des alten Netzes, es suggeriert aber durch die weiterbestehende Markierung ein ahnliches Verhal-
ten.
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Ein Beispiel liefert das Originalnetz in Abbildung 4.1(a). Liegt eine Marke auf Ridtand eine
auf p2, wennt4 undt5 zu einer neuen Transitiarreduziert werden, so hatkonzession, obwohl
im ursprunglichen Netz wedé4 nocht5 Konzession hatten.

Im tragerbasiert reduzierten Netz werden damit grundsatzlich alle Kantenbewertungen grof3er als
eins zu eins, und alle Markierungen werden entfernt. Das Ergebnis eines so reduzierten Netzes
ist eine qualitative Zusammenfassung der Informationen aus dem urspringlichen Petri-Netz und
seinen T-Invarianten.

Ein wesentlicher Nachteil der tragerbasierten Reduktion wird schnell deutlich: das Petri-Netz ist
damit zwar in qualitativ zusammenhé&ngende Einheiten einteilbar und die Ubersichtlichkeit des
Netzes verbessert sich. Quantitative Aussagen sind jedoch im Allgemeinen nach der Reduktion
nicht mehr moglich. Zudem kann sich das Netzverhalten &ndern. Die Reduktion dient somit im
Wesentlichen dazu, inhaltlich zusammenh&ngende Netzteile zusammenzufassen und von den kon-
kreten Schalth&aufigkeiten abstrahieren zu kdnnen.

Durch eine Einschrankung der Reduktionsmdéglichkeiten kann erreicht werden, dass das grund-
legende Verhalten des Netzes durch die Reduktion weniger stark beeinflusst wird. Hier wird die
Menge der T-Invarianten des Petri-Netzes als wichtige Komponente des grundlegenden Verhal-
tens angesehen. Deshalb erfolgt die Reduktion im nachsten Abschnitt so, dass die Menge der
T-Invarianten des neuen Netzes &quivalent zur Menge der T-Invarianten des alten Petri-Netzes
bleibt.

4.3 Haufigkeitsbasierte Reduktionsregel

Sollen die Transitionen mit Hilfe der minimalen T-Invarianten so zusammengefasst werden, dass
die quantitativen Informationen des Petri-Netzes erhalten bleiben, missen die Schalthaufigkeiten
der Transitionen in den T-Invarianten in die Uberlegungen einbezogen werden. Nur so kénnen

Widerspriiche beim Ermitteln der Kantenbewertung zu den neuen Knoten vermieden werden. Die
Schalthaufigkeiten sind bei den abstract DTS im Allgemeinen nicht auf bestimmte Werte einge-

schrénkt. Im Gegensatz dazu stellen die strong DTS hohere Anforderungen an die Schalthaufig-
keiten und bilden Transitionsmengen, die sich unter Beachtung der quantitativen Informationen

zusammenfassen lassen.

Voruberlegungen

Die Reduktion eines Petri-Netzds= (P, T,F,mg) zu einem neuen Nety’ = (P, T',F’, ny;) wird
zunachst &hnlich der tragerbasierten Reduktion durchgefiihrt. Die reduzierten Tran<stsimen

die Transitionen, die in einer echten strong DF8nthalten sind. Zu jeder strong DTS kann es
mehrere Transitionsvektoren geben, aber nur einen minimalen TransitionsveRieser mini-

male Vektor hat als kleinsten gemeinsamen Teiler aller seiner Komponenten eins und bildet die
Grundlage der Reduktion. Er wird desh&kduktionsvektor genannt.
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Eine neue Transitionersetzt die reduzierten Transitionen &iBie damit neu entstehenden Kan-

ten erhalten eine Bewertung, die auf der Bewertung der Kanten zwischen Transitiorgumrals

den Platzen iN basiert. Bei der Berechnung der Kantenbewertung einer neu hinzukommenden
Kante zwischen einem Plafzund der neuen Transitiankbnnen folgende Falle auftreten:

1. pist nicht gleichzeitig Nachplatz und Vorplatz von Transitionen &us

2. p ist sowohl Nachplatz als auch Vorplatz von Transitionen&usdier sind folgende Falle
maoglich:

(a) pistein ’Kontaktplatz’ vonS epUpe € S

(b) pist ein’innerer’ Platz vors. alle Vor- und Nachtransitionen vop sind in S, also
epUpe C S

Im ersten Fall ergibt sich die Kantenbewertung aus der Summe der Kantenbewertungen zwischen
p und den Transitionen a8

F'(pr)= Esv{t]-F(pJ), F'(r,p) = ZV[t]-F(t,p)- (4.1)
tETs

te

Ein Kontaktplatz vorSist ein Randplatz der vofis induzierten Teilnetze. Schalten die Transitio-
nen ausls so oft wie inv angegeben, entnehmen sie im Fall 2a vom Rialtzarken, legen aber
auch Marken aup ab. Die Schaltreihenfolge der Transitionen ist nicht eindeutig festgelegt. Es ist
also nicht klar, ob zuerst Marken abgelegt und dann entnommen werden oder umgekehrt.

Es ergeben sich zwei Moéglichkeiten, die beiden Karfteand f, zwischen einem Kontaktplajz
und der reduzierten Transitioreu bewerten.

Die erste Variante der Kantenbewertung bei der Reduktion bewertet beide Kanten unabhangig
voneinander mit der Summe der durclgewichteten Kantenbewertungen. In diesem Fall ist die
Berechnungsformel fUF’ wie im ersten Fall Formel 4.1 Dies hat den Vorteil, dass erkennbar
bleibt, dass Platze Marken tragen muissen, damit die Transitiorfeednalten kdnnen. Das Ver-
halten des Petri-Netzes wird durch die Reduktion beziglich der T-Invarianten dahingehend ver-
andert, dass jetzt alle Kontaktplatze geniigend Marken tragen mussen, damit die neue Transition
schalten kann. Im ursprunglichen Netz missen im Allgemeinen nicht so viele Marken auf den
Kontaktplatzen vorhanden sein, da dort die Transitionen nacheinander schalten und damit zum
Teil selbst die bendétigten Marken produzieren.

Bei der zweiten Mdéglichkeit wird die Differend(p,r) aus insgesamt abgelegten und entnomme-
nen Marken, gewichtet mit den Schalthaufigkeiten\ggebildet:

d(p,r) = ZV[t]-F(t,m—tZ V[t]-F(p,t). (4.2)

te

Ist diese Differenzd(p,r) negativ, das heildt die Transitionen entnehmen mehr Marken als sie
ablegen, wird die Kantép,r) mit dem Betrag der Differenz bewertet, die Karitep) mit null.
Legen die Transitionen a&mehr Marken ab als sie entnehmen, wird der Betrag der Differenz
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Abbildung 4.3: Beispiel fur zwei Kantenbewertungsvarianten

als Kantenbewertung fir die Kante,r) benutzt und null fur die Rickkante, p). In die Kan-
tenbewertung geht damit nur die Gesamtwirkung der Transitione8 aukden Platz innerhalb

der T-Invarianten ein. Bei dieser Variante der Kantenbewertung ist am entstandenen Pdi-Netz
aber nicht mehr erkennbar, dass mindestens eine der reduzierten Transitionen im urspriinglichen
Netz nur dann schalten kann, wenn mindestens eine Marke ladt.

Beide Varianten der Kantenbewertung &ndern das Verhalten des Netzes. Da die Adjazenzmatrix
des entstehenden Petri-Netzes in beiden Fallen die gleichen Werte enthalt, hat die Entscheidung,
welche der beiden Varianten benutzt wird, keinen Einfluss auf die T-Invarianten des neuen Net-
zes. Die zweite Variante hat im Gegensatz zur ersten Variante den Vorteil, dass fur das Schalten
der Transitionen einer T-Invariante keine neuen Anforderungen ohne Entsprechung im ursprungli-
chen Netz hinzukommen, sondern hochstens Anforderungen entfallen. Da mit der Reduktion eine
Vereinfachung des Petri-Netzes erreicht werden soll, wird in dieser Arbeit die zweite Variante
benutzt.

Abbildung 4.3 zeigt beide Varianten der Kantenbewertung bei der Reduktion an einem Beispiel.
Das abgebildete Petri-Netz 4.3(a) hat zwei T-Invarianten und eine mehrelementige THLS=
{t1,t2,t3,t4}. Die Transitionen voT Sl werden reduziert, der PlapB ist der einzige Kontakt-
platz. Der Vektor(1,1,1,2,0,0) ist der Reduktionsvektor bei der Ordnung t1<t2<t3<t4<t5<t6
UberT, mit DT SL wird die neue Transition bezeichnet. Die Transitilegt in allen minimalen
T-Invarianten drei Marken aub3 ab,t3 entfernt in allen minimalen T-Invarianten wieder zwei
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davon. Damit entsteht bei Variante eins der Kantenbewertung das Netz 4.3(b), bei der Nutzung
von Variante 2 entsteht das Netz 4.3(c).

Eine dhnliche Entscheidung ist bei der Bestimmung von Kantenbewertungen im reduzierten Petri-
Netz N’ zu treffen, wenn der Fall 2b auftritt. Bei inneren Platzen heben sich nach Lemma 3.2.3
die Wirkungen der Transitionen a&sauf, wenn diese mit den Schalthaufigkeiten agshalten.

Ein solcher Platz kann nicht Randplatz vdrsein und kann deshalb nicht unter Fall 1 behandelt
werden. Sonst kénnten die Transitionen &usntweder nur Token entnehmen oder nur Token
ablegen. Dg nur mit Transitionen au$ verbunden ist, durfte keine der Transitionen dgsn

einer T-Invariante vorN vorkommen. Dies ware ein Widerspruch zu der Festlegung, dass nur
echte strong DTS reduziert werden, deren Transitionen demnach in mindestens einer T-Invariante
vorkommen.

Wie im Fall 2a ist nicht klar, ob zuerst Marken auf dem entsprechenden Platz abgelegt werden und
dann wieder entnommen werden oder ob dies umgekehrt geschieht. Bei inneren Platzen kann man
deshalb entweder eine Testkante einfligen, oder beide Kanten mit null bewerten. In dieser Arbeit
wird analog zu der Behandlung von Kontaktplatzen die zweite Variante benutzt. Da innere Platze
nur mit Transitionen auSverbunden sind und das entstehende Petri-Netz keine isolierten Knoten
enthalten darf, werden bei dieser Variante die inneren Platze geldscht.
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Reduktion

Nach diesen Voriberlegungen kann eine Reduktionsregel formuliert werden, mit der unter Beach-
tung der Haufigkeiten der Transitionen in den T-Invarianten ein Petri-Netz reduziert wird.

Reduktionsregel 4.3.1 (haufigkeitsbasierte Reduktionsregelfes sei N= (P, T, F, mp) ein Petri-
Netz und | die Menge der minimalen T-Invarianten von N. Durch die haufigkeitsbasierte Reduktion
entsteht das Petri-Netz' Wit der Kantenbewertung’Folgendermafien:

Voraussetzung: Sei S eine echte strong DTS auf Basis von | mit dem Reduktionsvektor v

Anwendung: Entferne alle Transitionen aus S aus dem Petri-Netz. Entferne ebenfalls
alle Platze, deren Vor- und Nachtransitionen alle in S enthalten sind.
Flge eine neue Transition r in das Netz ein. Die Kantenbewertung wird
wie folgt festgelegt:

F(a,b) fallsa,b¢ Su{r}
d(a,b) fallsa=rAd(ab) >0
—d(b,a) fallsb=rAd(b,a)<0
0 sonst

F'(a,b) =

Dabei ist d die Differenz aus auf p abgelegten und von p entnommenen
Marken der Transitionen aus S:

d(a,b) = ng[t] -(F(t,b) —F(b,t)).

te

Die haufigkeitsbasierte Reduktion wird in Abbildung 4.4 am Beispielnetz 4.4(a) durchgefuhrt.
Hier wurden die strong DTS markiert. Reduziert werden die beiden zweielementigen maximalen
strong DTSDT SL = {t1(1),t3(1)} undDT & = {t4(1),t5(1)}. Zu beachten ist, dass zum redu-
zierten Petri-Netz weiterhin genau zwei minimale T-Invarianten gehéren, die den T-Invarianten
im Originalnetz entsprechen. Als Nachweis sind in Tabelle 4.1 noch einmal die T-Invarianten des
Originalnetzes und die T-Invarianten des reduzierten Netzes aufgelistet.

Auch bei der haufigkeitsbasierten Reduktion stellt sich die Frage, wie Markierungen des Netzes
behandelt werden kdnnen. Die bei der tragerbasierten Variante benutzte Strategie, alle Markierun-
gen zu entfernen, ist auch hier anwendbar. Damit die Funktionalitat des entstehenden Petri-Netzes
jedoch der Funktionalitéat des urspriinglichen Netzes ahnlich ist, werden Markierungen von Plat-
zen, die auch im reduzierten Netz enthalten sind, beibehalten. Gemeinsam mit den bei der Reduk-
tion aus dem Netz entfernten Platzen wird auch deren Markierung entfernt. Die Markierung wird
nicht auf andere Platze Ubertragen. Damit gehen Teilinformationen tGber den Zustand des Petri-
Netzes bei der Reduktion verloren. Da der Zustand aber keinen Einfluss auf T-Invarianten hat,
und bei einer kompletten Entfernung aller Markierungen wesentlich mehr Zustandsinformationen
verloren gehen kdnnen, wird diese Strategie fur die haufigkeitsbasierte Reduktion benutzt.
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po po
t0 t1 t0
2 2

t2 pl t2

p2 t3 p2 DTS1
p3 ?—b t4 DTS2
t5 2

p4 p4

(a) Originalnetz

(b) Reduziertes Netz

Abbildung 4.4: Beispiel fur haufigkeitbasierte Reduktion

Transition invy invs
t0 2 3
tl 0 1
t2 1 2
t3 0 1
t4 1 1
t5 1 1
t6 1 0

(a) T-Invarianten des Origi-
nalnetzes

Transition invy invy
t0 2 3
DTS1 0 1
t2 1 2
DTS2 1 1
t6 1 0

(b) T-Invarianten des redu-

zierten Netzes

Tabelle 4.1: Vergleich der T-Invarianten vor und nach der Reduktion
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Eigenschaften der Reduktion

Ziel der haufigkeitsbasierten Reduktion bei einem Petri-Netz ist es, wesentliche Eigenschaften
des Petri-Netzes zu erhalten. Wichtig ist in dieser Arbeit die Erhaltung der T-Invarianten. Der
Nachweis, dass die haufigkeitsbasierte Reduktion die T-Invarianten des Petri-Netzes erhalt, wird
im nachsten Abschnitt geflhrt.

In [Sta90] wurden die Auswirkungen der dort vorgestellten Reduktionen auf Lebendigkeit und Be-
schranktheit des Petri-Netzes untersucht. Um die Ergebnisse dieser Arbeit besser mit den schon in
[Sta90] vorgestellten Reduktionen zu vergleichen, wird in den folgenden Abschnitten die Auswir-
kung der hier vorgestellten Reduktionen auf diese Eigenschaften betrachtet. Aufgrund der Wich-
tigkeit der Realisierbarkeit einer T-Invariante fir viele Anwendungen wird auf3erdem untersucht,
wie sich die Reduktion auf die Realisierbarkeit einer T-Invariante auswirkt.

Invarianten

Ein wesentliches Ziel der haufigkeitsbasierten Reduktion ist die Erhaltung der T-Invarianten wah-
rend der Reduktion. Das heil3t, die T-Invarianten im Ergebnisnetz sollen &quivalent zu den T-
Invarianten des urspriinglichen Netzes sein. Um zu zeigen, dass dieses Ziel erreicht wurde, muss
zunéchst definiert werden, was Aquivalenz in diesem Fall bedeutet.

Definition 4.3.2 Ein Petri-Netz N= (P, T,F,mg) mit Inzidenzmatrix C und den minimalen T-
Invarianten | heit T-Invarianten-aquivalent zu einem Petri-Netz=NP', T',F’, m) mit Inzi-
denzmatrix Cund minimalen T-Invarianter! [Schreibweise ¥ N'), falls gilt:

1. es existiert eine bijektive Funktion f — 1’

2. es existiert eine totale und surjektive FunktionTh— T’ mit:

VielvteT it #0< f(i)[h(t)] £0.

Gilt N> N’ fur zwei Petri-NetzeN undN’, so garantiert der erste Teil dieser Definition die nahe-
liegende Forderung, dass die Anzahl der minimalen T-Invarianten bei beiden Netzen gleich ist. Es
wird weiterhin gefordert, dass es eine Abbildungibt, die Transitionen volN eindeutig auf die
Transitionen vorN’ abbildet.

Diese Abbildungh wurde eingefiihrt, damit nicht beliebige Netze mit gleicher Anzahl der mini-
malen T-Invarianten sofort T-Invarianten-aquivalent sind. Durevird eine gewisse Ahnlichkeit
der Struktur der Petri-Netze und deren T-Invariantenmengen gefordert. Ist eine Tranisiten
ner T-Invariante enthalten, so muss das Biltl= h(t), also das *Aquivalent’ vort in N’, auch

in f(i) enthalten sein. D& total ist, hat jede Transition voN ein solches Aquivalent. Die Sur-
jektivitat von h garantiert, dass jede TransitionTt mindestens ein Urbild hat. Allerdings it

im Allgemeinen nicht injektiv, es kdnnen mehrere TransitionenTaasif eine Transition au$’
abgebildet werden.



4.3. HAUFIGKEITSBASIERTE REDUKTIONSREGEL 45

Definition 4.3.3 (Reduzierbare Transitionsmenge)Gegeben sei ein Petri-NetzN(P, T, F, mp)

mit Inzidenzmatrix C. Sei | die Menge der Transitionsvektoren der minimalen T-Invarianten von
C. Uber P und T sei eine beliebige aber feste Ordnung definiert, mit Hilfe derer die Inzidenzmatrix
sowie alle Transitions- und Platzvektoren indiziert werden kénnen.

Eine reduzierbare Transitionsmenge G ist eine Multimenge mit Transitionen aus T und einem
zugehorigen Reduktionsvektor v, fur den gilt:

1. Vit =0, fallst¢ G
2. it} #0, fallste G
3.Viel keNvteG:(i—k-v)t] =0.

Die Transitionen aus einer reduzierbaren Transitionsménget dem Reduktionsvektor eines
Petri-Netzed\ sind entweder gar nicht in einer T-Invariamteon N enthalten oder in einer durch
ein Vielfaches vorv gewichteten Anzahl.

Fasst man die Transitionen a@szu einer neuen Transitianzusammen, sind die Auswirkungen
auf die Inzidenzmatrix zu untersuchen.

Definition 4.3.4 (Matrixreduktion) Sei N= (P, T,F,mp) ein Petri-Netz, G eine reduzierbare
Transitionsmenge von N, v ihr Reduktionsvektor und r eine neue Transition, die die Transitio-
nen aus G in N ersetzt.

Aus der Inzidenzmatrix C von N entsteht die neue Matfixit@lem eine neue Spalf€ fiir r
eingefugt wird und alle Spalten fir Transitionen aus G geldscht werden. Die einzelnen Eintrage
ergeben sich aus den Kanten zwischen Transitionen aus G und den Platzen von N und deren
Kantenbewertungen:

Tp| = EGF(t,m-v{t]— EGF(p,t)-V[tL (4.3)

Lemma 4.3.5Sei N= (P, T,F,mp) ein Petri-Netz mit der T-Invariantenmenge | und der Inzi-
denzmatrix C. Sei G eine reduzierbare Transitionsmenge mit dem Reduktionsvektor v, r die neue
Transition fir G und Cdie aus der Inzidenzmatrix C des Petri-Netzes durch die Matrixreduktion
4.3.4 entstandene Inzidenzmatrix.

Dann sind N und jedes Petri-NetZ N (P, T',F’, ) mit

T = T\Gu{r}
F' = F\{(uv)|lue Gvve G}U{(p,r)|pePu{(r,p)|pe P}

und einer Kantenbewertung' Fso dass Cder Inzidenzmatrix von Nentspricht, T-Invarianten-
aquivalent.

Beweis
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Seil’ die Menge der minimalen T-Invarianten vdH. Zu zeigen ist die T-Invariantenaquivalenz
N> N’ vermogef undh. Dazu werden die zwei Funktiondn | — |’ undh: T — T’ folgender-
mal3en definiert:

L Jift] fallste T\G
f(')_Jm'”m_{k fallst =r undvg € Ggilt (i —k-v)[g] =0 (44)
t fallsteTNT
h<t):{r fallst € G (45)

Ist f bijektiv, so ist die Bedingung 1 der Definition 4.3.2 erfullt. Aus der Definition tdolgt,
dassh total und surjektiv ist. Damit ist noch zu zeigen:

lLicl=f(i)el
2. f ist bijektiv:

(@) Vi, e Li# (i) # ()

by Viel'Jiel:f(i)=]
3.VielvteT:ift]=0« (f(i))[n(t)] =0.

Zu 1: Seii € 1. Da G eine reduzierbare Transitionsmenge ist, muss es fir jedesk € N mit
(i—k-v)[t] =0 geben.

Ci=0 =
vpeP: 0 = teZrC[p][t]i[t]

- Clpllt] -i Clplt] -i
2 [pI[t] '[th; [pI[t] -i[t]

= 3 Clpftl-it]+ Y F(t,p)-iftl— > F(p.t)-ift]
teT\G teT\G teT\G

— Clplt]-ift] + § F(t,p)-k-vit)— S F(p,t)-k- V]
teT\G teT\G teT\G

s o+ Cplir -k
teT\G

= C - f(i)=0

Zu 2a: Zwei voneinander verschiedene minimale T-Invariantemd j unterscheiden sich an min-
destens einer Stelle im entsprechenden Transitionsvektot.ebee Transition, an deren Stelle
sich die beiden T-Invarianten unterscheiden, ajso# j[t]. Istt € T \ G, so ist nach Defini-
tion 4.4 f(i)[t] = i[t] # j[t] = f(j)[t]. Andernfalls istt € G. Da es fir jedex € | einky € N
mit (X —ky - V)[t] = 0 undi[t] # j[t] gibt, mussk; # k; sein. Nach Definition 4.4 ist damit
f(i)[r] =k #kj = f(j)[r] und somit gilt auchf (i) # f(j).
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Zu 2b: Seij in " undk = j[r]. Seii ein Transitionsvektor voN mit

)Tt fallste T\ G
'[t]_{ k-vit] fallsteG ' (4.6)

Dann ist nach Definition 4.4(i) = j. Der Transitionsvektarist eine T-Invariante voi:
vpeP: (Ci)p = ZC[p][t] -ift]
te

— C A C .
2 [p][t] '[t]thgG [pJ[t] -i[t]

(4:6) Clollt] -ilt k( Clplt] - t)
3 [pl[t]-i[t] + t; [pI[t] - vit]

= Clpl[t]-i[t] +k- (;(F (t,p)—F<p,t))-V[t]>
teT\G te

s i +k-Clpllr]
teT\G

= (C'-j)p=0

= VpeP: (C-i)p/=0

= C-i=0

Zu 3: Nach Definition 4.4 ist fur jede T-Invarianteind jede Transitiom die zweite Bedingung
aus 4.3.2 erfullt. 0

Werden die echten strong DTS auf Basis aller minimalen T-Invarianten bestimmt, entsprechen
sie gerade den reduzierbaren Transitionsmengen. Jeder Transitionsvak®Definition 3.2.2
entspricht einem Reduktionsvektor.

Die haufigkeitsbasierte Reduktionsregel fihrt gerade eine Matrixreduktion durch, wie sie in 4.3.4
beschrieben wurde. Bei der Reduktion mit Regel 4.3.1 werden die Kantenbewertungen analog zu
Definition 4.3.4 eingefuhrt. Der einzige Unterschied zwischen Matrixreduktion und haufigkeits-
basierter Reduktionsregel ist die Entfernung von Platzen bei der Reduktion.

Entfernt werden dabei nur innere Platze. Der Effekt der reduzierten Transitionen auf innere Platze
ist laut Lemma 3.2.3 null. Daraus folgt, dass die Eintrage der Spalte zu der neuen Transition
in Zeilen zu inneren Platzen wahrend der Matrixreduktion auf null gesetzt werden. Alle anderen
Eintréage sind bereits null, denn nur die reduzierten Transitionen waren mit inneren Platzen ver-
bunden. Die Spalten flr die reduzierten Transitionen wurden aber entfernt. Damit ist die zu einem
inneren Platz gehdrende Zeile der Matrix null. Es gibt, wie schon in den Voriberlegungen zur
haufigkeitsbasierten Reduktionsregel erlautert, zwei Interpretationsmoglichkeiten fur einen Null-
eintrag in der Matrix. Entweder die Differenz aus abgelegten und entnommenen Marken ist null
und es entsteht eine Testkante oder beide Kanten sind mit null bewertet. Da in der haufigkeitsba-
sierten Reduktion immer der letzte Fall angenommen wird, kann der Platz entfernt werden. Auf
die Menge der T-Invarianten hat das Entfernen eines solchen Platzes keinen Einfluf3.
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Damit kann jedes Petri-Netz, zu dem mehrelementige echte strong-DTS existieren, in ein Petri-
Netz mit weniger Transitionen tberfiihrt werden. Das reduzierte PetriNdtat eine aquivalente
Menge von T-Invarianten wie das urspriingliche Petri-N\etist zu jeder neuen Transitiorin N’

der Reduktionsvektor bekannt, kann jede T-Invariante ahNgnit der Definition 4.6 eindeutig in

eine T-Invariante des Petri-NetzNS$ Giberflihrt werden. Den umgekehrten Weg leistet gerade die
Funktionf (4.4).

Die Anzahl der Platze kann sich bei der Reduktion des Petri-Netzes ebenfalls verringern. Das Ver-
fahren kann auf mehrere reduzierbare Transitionsmengen angewendet werden. Die Reihenfolge
der Anwendung spielt dabei keine Rolle.

Beschranktheit

Ein Petri-Net2N ist beschrankt, wenn alle seine Platze beschrankt sind. Um die Auswirkungen der
Reduktion auf ein beschranktes Petri-Netz zu untersuchen, wird der Erreichbarkeits@@bh
benutzt. Der Erreichbarkeitsgraph vhihist gegeniiber dem Erreichbarkeitgraphen Mombchs-

tens kleiner, da einige Zustande nicht mehr erreichbar sind. Die Transitionen aus der Menge der
reduzierten Transitionef kdnnen inN unabhangig voneinander schaltenNhschaltet anstelle

der einzelnen Transitionen aAsur noch die neue Transition Alle Zustandsibergénge, die das
Schalten einer Transition adsverursacht, entfallen. Dafir kommen Kanten mit der Transition

als Beschriftung hinzu. Genauer wirkt sich diese Veranderung folgendermafien aus:

e Alle Kanten, die mit Transitionen ausbeschriftet sind, entfallen.

e Fir eine Menge von Pfadenin EG(N), dessen Transitionsvektor dem Reduktionsvektor
entspricht und deren Anfangs- und Endzustand jeweils gleich sind, wird eine neue Kante
vom Anfangszustand des Pfades zum Endzustand mit der Beweraimgefiigt.

Wird ein unbeschranktes Petri-Netz reduziert, kann das entstehende Netz beschrankt sein, denn
durch die Reduktion kdnnen alle unbeschrénkten Platze entfernt werden. Ein Beispiel ist das Petri-
Netz von Abbildung 4.5(a). Es besitzt zwei T-Invariantfiri, t2} und{t3,t4}. Werden die beiden
Transitionent3 undt4 haufigkeitsbasiert zur TransitiddT SL reduziert, wird der einzige unbe-
schrankte Platp3 des Netzes geloscht, so dass das Ergebnisnetz 4.5(b) beschrénkt ist.

Damit kann die Beschranktheit eines Petri-Netdeturch die haufigkeitsbasierte Reduktion zum
Netz N’ nicht verlorengehen, aber ein unbeschranktes Netz kann durch die Reduktion beschrankt
werden.

Realisierbarkeit

Die Realisierbarkeit einer T-Invariante hangt von der aktuellen Markierung des Netzes ab. Bei der
haufigkeitsbasierten Reduktion entsteht ein Petri-Netz mit &quivalenten T-Invarianten und auch
Markierungen bleiben erhalten. Damit stellt sich die Frage, ob auch die Realisierbarkeit der T-
Invarianten erhalten bleibt.
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Am Beispiel 4.6 ist erkennbar, dass die Realisierbarkeit der T-Invarianten bei der haufigkeitsba-
sierten Reduktion im Allgemeinen nicht erhalten bleibt. In allen minimalen T-Invarianten dieses
Petri-Netzes kommen die Transitiontdnt2 undt3 gemeinsam vor. Da auch die Haufigkeiten im-
mer im gleichen Verhaltnis stehen, bilden diese Transitionen die strongdJT&. Wird DT SL
reduziert, entsteht das Petri-Netz in Abbildung 4.6(b).

Die T-Invarianteinvy = {t1,12,t3,t4(2),t6} ist im urspringlichen Petri-Netz 4.6(a) unter der
leeren Markierung realisierbar, im reduzierten Petri-Netz 4.6(b) ist disnguaquivalente T-
Invarianteinvy = {DT SL,t4(2),t6} unter der leeren Markierung nicht realisierbar.

Lebendigkeit

Zusammen mit der Realisierbarkeit der T-Invarianten kann auch die Lebendigkeit des Petri-Netzes
mit der haufigkeitsbasierten Reduktion verloren gehen. Das Petri-Netz aus Abbildung 4.6(a) ist
lebendig, das Reduktionsergebnis nicht mehr.

Folgerungen

Bei der Reduktion eines Petri-Netzes mit Hilfe der strong DTS kdnnen redundante Informationen
beziglich der DTS aus dem Netz entfernt werden. Bleiben die Invarianten des Netzes bei der Re-
duktion erhalten, ist das Resultat ein Netz, dass in seiner Kernfunktionalitat das gleiche Verhalten
wie das urspringliche Netz aufweist. Alle Transitionsmengen, die nur in ihrer Gesamtheit in In-
varianten vorkommen, sind zu einer neuen Transition zusammengefasst. Daher ist je nach Grad
der Reduktion der Anteil der Knoten, die einen echten Beitrag zur Vielseitigkeit des beschriebe-
nen Systems beitragen, im Vergleich zur Gesamtanzahl der Knoten im Netz hoher. Damit erhoht
sich auch die Informationsdichte des Netzes. Grundlegende Ablaufe, die durch die Invarianten
beschrieben werden, sind leichter zu identifizieren.

p2 p2
t1 t3 tl DTS1

t2 t4 t2
p p3 pl

(a) Urspringliches Petri-Netz (b) Reduziertes Petri-Netz

Abbildung 4.5: Beispiel fur ein Petri-Netz, das nach der haufigkeitsbasierten Reduktion be-
schrankt ist
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t p4 p4
pl 2
t2 t4 t5 DTS1 t4 t5
p2
13 p3 n3
6 t7 t6 t7
(a) Originalnetz (b) reduziertes Netz

Abbildung 4.6: Beispiel fur Verlust der Realisierbarkeit bei der Reduktion

Die vorgestellte haufigkeitsbasierte Reduktionsregel erfasst zudem grof3ere Teilnetze als die Re-
geln in [Sta90]. Die Transitionet?, t3 undt4 des Petri-Netzes aus Abbildung 4.3 kdnnen mit
Hilfe der Regeln aus [Sta90] nicht zu einer Transition reduziert werden.

4.4 Einschrankungen der Reduktionsregeln

Laut den bisherigen Ausfuhrungen spricht nichts dagegen, jeweils nur maximale DTS zu reduzie-
ren. Abgesehen von der Anforderung, dass sich alle reduzierten Transitionen in einer abstract oder
strong DTS befinden missen, sind aber noch andere Einschrankungen bei der Auswahl mdglich.
Es kann zum Beispiel sinnvoll sein, nur solche Transitionen zusammenzufassen, die ein zusam-
menhangendes Teilnetz induzieren. Im Normalfall ist davon auszugehen, dass die Ubersichtlich-
keit des Petri-Netzes unter einer Zusammenfassung von Transitionen leidet, die nicht zusammen-
hangende Teilnetze induzieren. Ein Beispiel zeigt Abbildung 4.7(a). Hier kbnnten aufgrund der
Zuordnung vort1,t2,.t3 undt4 zu einer strong DTS alle diese Transitionen zu einer Transition

DT SL zusammengefasst werden.

Das Ergebnis der Anwendung der Reduktionsregeln ware dann das Petri-Netz aus Abbildung
4.7(b). Es ahnelt nur noch wenig dem urspriinglichen Netz, vor allem wurde nun ein Kreis im
Petri-Netz geschlossen, der vorher nicht vorhanden war. Eine Reduktion wie in Abbildung 4.7(c),
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(a) Originalnetz

t3

t3

O

DTSla t4 DTS1b

DTS1

(b) alle reduziert (¢) nur zusammenhéangende reduziert

Abbildung 4.7: Beispiel fur Reduktion zusammenhangender Teilnetze

bei der nur Transitionen reduziert werden, deren induziertes Teilnetz zusammenhangend ist, kann
dies verhindern.

Eine weitere sinnvolle Einschrankung ist die ausschlief3liche Anwendung der Reduktion auf Tran-
sitionen, die nicht Randtransitionen sind. Randtransitionen spielen haufig eine wichtige Rolle, da
sie Marken erzeugen aus dem Netz abfuihren kdnnen. Auf Grund dieser wichtigen Rolle sollten in
manchen Situationen Randtransitionen nicht in einer zu reduzierenden Transitionsmenge enthal-
ten sein.

Als Beispiel kann das Petri-Netz aus Abbildung 4.6 dienen. Hier wurden die beiden einzigen
Randtransitionen reduziert. Dadurch wurde erstens wie in Beispiel 4.7(c) ein Kreis geschlossen.
Zweitens ist am reduzierten Netz nicht mehr ersichtlich, dass im urspringlichen Netz Marken aus
der Umgebung in das Netz gespeist und wieder entfernt werden kénnen.






Kapitel 5

Fallstudie

Petri-Netze werden zur Modellierung verschiedenster Systeme eingesetzt. Bei der Validation der
Modelle werden h&ufig T-Invarianten benutzt. Diese kdnnen sehr zahlreich sein, so dass Methoden
erforderlich sind, sie systematisch und maoglichst automatisch darzustellen und zentrale Informa-
tionen zu extrahieren.

Nachdem in den letzten beiden Kapiteln verschiedene Méglichkeiten der T-Invariantenauswertung
diskutiert wurden, wird in diesem Kapitel anhand einer konkreten Fallstudie gezeigt, welche Er-
gebnisse die Methoden liefern und wie diese verwendet werden kénnen. Dazu wird auf ein bereits
vorhandenes Petri-Netz-Modell zurtickgegriffen. Ziel ist es, die Methoden, ihre Einsatzfahigkeit
und ihren praktischen Nutzen anhand des Beispiels darzustellen und die Ergebnisse zu validieren.

5.1 DTS in biochemischen Netzwerken

Biochemische Netzwerke werden zunehmend mit Petri-Netzen modelliert. Eine wichtige Rol-
le beim Erstellen und Auswerten solcher Modelle spielen die T-Invarianten. Am Beispiel eines
biochemischen Netzwerkes von geringerem Umfang sollen die in dieser Arbeit vorgestellten Me-
thoden exemplarisch auf die T-Invarianten des Netzwerkes angewendet werden.

5.1.1 Grundlagen

Die chemischen Reaktionen der Stoffwechselprozesse in Lebewesen missen standig unter nahezu
konstanter Temperatur ablaufen. Das bedeutet, dass die meisten Reaktionen von Enzymen kata-
lysiert und reguliert werden. Die hier betrachteten metabolischen Netzwerke bestehen aus vielen
einzelnen atomaren chemischen Reaktionen, die zusammen ein komplexes Netzwerk bilden. Ei-
ne atomare Reaktion ist dabei bestimmt durch ihre Eingangsstoffe, ihre Ausgangstoffe und deren
stochiometrisches Verhéltnis. Sie wandelt ihre Eingangsstoffe im angegebenen Verhaltnis in die
Ausgangsstoffe um.
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In diesem Netzwerk finden metabolische Stoffwechselprozesse statt, beschrieben durch die betei-
ligten atomaren Reaktionen, die eine Menge von Eingangsstoffen Giber Zwischenprodukte in eine

Menge von Ausgangsstoffen umwandeln. Solch ein Stoffwechselprozess bildet ein zusammen-

hangendes, eventuell verzweigtes (Teil-)Netzwerk.

In den Zellen, in denen die Stoffwechselprozesse ablaufen, werden Stoffe, die essentiell fir den
Lebenserhalt sind, als primare Stoffe bezeichnet. Bestimmte Gruppen von Molekilen, die se-
kundaren Stoffe, sind nicht essentiell fir den Lebenserhalt und liegen meist in einer sehr hohen
Konzentration vor. Sie werden auch als allgegenwartige Molekile (engl. ubiquitous molecules)
bezeichnet. Aul3erdem unterscheidet man begrifflich die sogenannten Zwischenprodukte und die
Ein- und Ausgangsstoffe des Stoffwechselprozesses. Letztere werden dem Prozess von aul3en zu-
oder abgefihrt, alle anderen Stoffe gelten als Zwischenprodukte.

Metabolische Netzwerke werden fur eine qualitative Analyse im sogenannten Fliel3gewicht (eng.
steady state) modelliert. Es wird davon ausgegangen, dass die Konzentrationen der Zwischen-
produkte im FlieRgewicht konstant sind, nur die Konzentrationen der Ein- und Ausgangsstoffe
andern sich (siehe [HK04] und [PPW3]). Bei der Modellierung mit einfachen Petri-Netzen
werden Reaktionsraten nicht betrachtet und Enzyme nicht mitmodelliert. Es wird angenommen,
dass die fur eine Reaktion benétigten Enzyme in ausreichender Menge vorhanden und aktiv sind.

Chemische Reaktionen lassen sich direkt mit Petri-Netzen modellieren. Jeder Platz entspricht ei-
nem Stoffwechselprodukt. Die Anzahl der Marken spiegelt die aktuelle Konzentration des ent-
sprechenden Stoffes wider. Die chemischen Reaktionen werden mit Transitionen dargestellt. Jede
Transition entspricht einer Reaktionsrichtung, das heil3t, reversible Reaktionen werden mit zwei
Transitionen, irreversible Reaktionen mit einer Transition modelliert.

Auch die Unterscheidung zwischen Ein-, Ausgangsstoffen und Zwischenprodukten kann mit Hilfe
von Petri-Netz-Mitteln direkt umgesetzt werden.

Auf die genaue Beschreibung der Methodik zum Entwickeln eines metabolischen Netzwerkes
wird in [Run04] und in [KJHO5] eingegangen und ist nicht Gegenstand dieser Arbeit. Wohl aber ist
die Auswertung der T-Invarianten solcher Petri-Netze Teil der Methodik. Deshalb wird im folgen-
den Abschnitt die Bedeutung der T-Invarianten fur Petri-Netz-Modelle biochemischer Netzwerke
genauer erlautert.

5.1.2 Biologische Interpretation der T-Invarianten

Ist ein metabolisches Netzwerk durch ein Petri-Netz modelliert, bestimmt zum Beispiel das Tool
INA (siehe [Sta03]) die minimalen T-Invarianten des Netzwerks. Im biochemischen Kontext wer-
den diese meist als ,Elementarmoden® bezeichnet, obwohl deren Definition nicht exakt mit der
Definition von T-Invarianten Ubereinstimmt. Sie beschreiben minimale Reaktionspfade im bioche-
mischen Netzwerk, das heifl3t, sie beschreiben eine minimale Menge von Reaktionen beziehungs-
weise den zugehoérigen Enzymen, die im Flie3gewicht arbeiten kbnnen. Schalten alle Transitionen
einer T-Invariante hintereinander, stellen sie die Markierung des Petri-Netzes wieder her. Das ent-
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spricht damit gerade dem Beibehalten des FlieRgewichtes. Jedes Verhalten des Systems kann als
Linearkombination der minimalen T-Invarianten beschrieben werden [KJHO5].

Mit Hilfe der T-Invarianten kann das Petri-Netz gegentiber dem modellierten System validiert wer-
den [HKO04]. Jede T-Invariante sollte ein biologisch sinnvolles Verhalten widerspiegeln. Weiterhin
sollte sich auch jedes biologisch relevante Verhalten im Petri-Netz und damit in einer T-Invariante
wiederfinden. Aul3erdem wird mit Hilfe der Invariantentiberdeckung gepruft, ob das Modell wi-
derspruchsfrei ist. Eine Transition, die in keiner minimalen T-Invariante enthalten ist, weist auf
einen schlecht gewahlten Ausschnitt des Gesamtsystems oder einen Fehler im Modell hin. Ei-
ne solche Transition kann aber auch ein Indiz fir eine Krankheit des modellierten Systems sein
[Run04].

Die Anzahl der minimalen Invarianten in Petri-Netzen ist schlimmstenfalls exponentiell im Bezug
zur Anzahl der Knoten im Netzwerk. Praktische Studien haben jedoch gezeigt, dass die Anzahl
der minimalen Invarianten in Modellen biochemischer Netzwerke haufig weit unter dieser oberen
Grenze liegt. Einige Grunde dafur werden in [KS02] aufgefuhrt. Deshalb erweist sich die Aus-
wertung der Invarianten als effektive Mdglichkeit, Petri-Netz-Modelle flr biochemische Systeme
gualitativ und quantitativ zu untersuchen.

Trotzdem nimmt mit der Komplexitat des modellierten Systems auch die Komplexitat des Modells
zu, so dass die Anzahl der berechneten Invarianten leicht Uber ein manuell analysierbares Maf3
hinausgeht. Verfahren, um automatisch bestimmte Informationen aus der Menge der minimalen
T-Invarianten eines biochemischen Netzwerkes zu gewinnen, sind in der Literatur kaum zu finden.

Ein Beispiel ist die Bestimmung von minimalen Schnittmengen (engl. minimal cut set, MCS) der
T-Invarianten in [KG04]. Eine minimale Schnittmenge ist eine minimale Menge von chemischen
Reaktionen eines Netzwerkes, deren Inaktivitat bestimmte Funktionen des Netzwerkes definitiv
unterbindet. Definitiv bedeutet hier, dass die Funktion nicht eventuell durch andere, die inaktiven
Reaktionen ausgleichende Reaktionen gewahrleistet werden kann.

Es existieren aul3erdem Ansétze, mit Hilfe von Clustering-Verfahren die Menge der minimalen
T-Invarianten biologisch sinnvoll einzuteilen.

Ansatze zu der in dieser Arbeit definierten DTS und der vorgestellten automatisierbaren Bestim-
mung der DTS aus den T-Invarianten wurden schon in [Sac05] genannt. Dort spielen jedoch die
quantitativen Informationen keine Rolle. In [BNSMO04] wurden zwar die quantitativen Informa-

tionen in die Betrachtungen einbezogen, jedoch werden die DTS im Wesentlichen dazu benutzt,
eine Dekompositionierung durchzufiihren, um das biochemische Netzwerk flexibler zu gestalten.

Neu ist die ausfuhrliche Untersuchung der DTS und die Nutzung der quantitativen Informatio-
nen fur eine Hierarchisierung oder eine Reduktion des Petri-Netzes. Die mogliche biologische
Bedeutung der DTS wird im folgenden Abschnitt untersucht.
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5.1.3 Biologische Bedeutung der DTS

Zunéchst sind abstract und strong DTS im biologischen Sinn Mengen von chemischen Reak-
tionen, die in allen das FlieRgewicht erhaltenden metabolischen Prozessen eines biochemischen
Netzwerkes gemeinsam vorkommen. Sie kdnnen als kleinste funktionale Einheiten interpretiert
werden, die eine biologische Bedeutung besitzen [Sac05].

Die erste Schlussfolgerung aus dieser Tatsache betrifft Methoden, die vor allem das Unterbinden
bestimmter Prozesse im biochemischen Netzwerk zum Ziel haben. Fehlt ein Enzym, das eine der
chemischen Reaktionen einer DTS katalysiert, so konnen auch die anderen Reaktionen der DTS
nicht mehr unter dem Fliel3gewicht stattfinden.

Dies ist ein Mehrwert an Information gegentuber den minimalen T-Invarianten allein. Es ist be-
kannt, dass das Unterdriicken einer chemischen Reaktion alle minimalen Prozesse des Netzwer-
kes im FlieRgewicht unterbindet, in denen diese chemische Reaktion enthalten ist. Wére dies nicht
der Fall, ware der Prozess nicht minimal. Ist die unterbundene Redkitioeiner mehrelemen-

tigen DTS enthalten, so kann statt der Reakti@uch jede andere Reaktion der DTS unterbun-

den werden und das gleiche Ziel wird erreicht. Hier wird ein Zusammenhang zu den minimalen
Schnittmengen aus [KGO04] deutlich. Ist eine der chemischen Reakttoeger MCS in einer
mehrelementigen DTS, so kann sie in der MCS durch jede andere Reaktion der DTS ersetzt wer-
den.

Da die Reaktionen einer DTS immer gemeinsam in allen T-Invarianten vorkommen, bietet sich
eine Zusammenfassung der DTS an. In dieser Arbeit wurden verschiedene Methoden vorgestellt,
das Petri-Netz zu reduzieren. Die DTS bilden die Grundlage dieser Reduktionen.

Die Supportbasierte Reduktion auf Basis der abstract DTS bietet die Mdglichkeit, das Modell des
biochemischen Netzwerkes rein qualitativ in disjunkte Teilnetze zu zerlegen und von konkreten
Haufigkeiten abstrahierend einen Uberblick tiber in engem Zusammenhang stehende chemische
Reaktionen zu gewinnen.

Erganzend dazu kann die Verwendung der haufigkeitsbasierten Reduktion mit den strong DTS das
Netz unter Beibehaltung der quantitativen Informationen vereinfachen. Dadurch kbnnen zentrale
Prozesse im biochemischen Netzwerk leichter erkannt und nachvollzogen werden.

Doch nicht nur das Petri-Netz-Modell des biochemischen Netzwerkes, sondern auch die T-
Invariantenmenge selbst kann mit Hilfe der DTS vereinfacht beziehungsweise komprimiert dar-
gestellt werden. Das kann zum Beispiel bei der Berechnung der MCS auf Basis der minimalen
T-Invarianten hilfreich sein und die Rechenzeit verklrzen.

5.2 Fallstudie: Glycolyse

Der Glycolyse-Weg (kurz: Glycolyse) ist einer der wichtigsten Stoffwechselprozesse der meisten
Organismen. Dieser biochemische Abbauweg beschreibt die Umwandlung von Glucose in Py-
ruvat unter Energiefreisetzung. Die Energie wird unter anderem in Form von ADP (Adenosine



5.2. FALLSTUDIE: GLYCOLYSE 57

diphosphate) und ATP (Adenosine triphosphate) gespeichert. Die betrachteten Reaktionen finden
im Zytoplasma der Zellen statt. Abbildung 5.1 zeigt das hier untersuchte Modell des Glycolyse-
Wegs, das auf [Run03] basiert. Alle beteiligten Stoffe und Reaktionen sowie eine ausfluhrliche
Beschreibung sind in [Run03] und [Run04] zu finden. In dieser Arbeit wird nur kurz auf die bio-
logische Bedeutung des Modells eingegangen, da die Struktur, vor allem im Bezug auf die DTS,
rein technisch untersucht wird.

Primé&rer Eingangsstoff des Modells ist die Glucose, die primaren Ausgangsstoffe sind Pyruvat und
Lactat. Alle beteiligten Reaktionen des modellierten Glycolyse-Wegs sind als irreversibel model-
liert, das heil3t mit nur einer Transition. Dies ist zulassig, da einige Reaktionen des Glycolyse-
Wegs irreversibel sind und damit die Reaktionsrichtung vorgegeben ist. Es gibt im Petri-Netz-
Modell der Glycolyse zwei Konflikte: die Marken auf dem PI&2Skdnnen sowohl von Tran-
sitionr7 als auch vom7a entnommen werden, das gleiche gilt fir den PRyz und die Transi-
tionenr1ll undr_Pyr.

Konflikte sind in biochemischen Netzwerken bezuglich der T-Invarianten interessante Strukturen:
hier kann eine Marke meist verschiedene Wege durchlaufen. Erst durch Konflikte und die entspre-
chende Kombinatorik werden T-Invarianten relevant fur die Analyse. Ist fur jede Marke jeweils
nur ein einziger Weg durch das Netzwerk mdglich, sind auch die dazugehdrigen T-Invarianten
verhaltnismafig uninteressant fur die Auswertung.

Das Petri-Netz-Modell der Glycolyse ist transitionsberandet. Die vier T-Invarianten des Modells
sind in Tabelle 5.1 festgehalten.

Der Algorithmus 3.1 liefert finf abstract DTS. Diese werden in Algorithmus 3.2 nicht noch einmal
aufgespaltet, da die Haufigkeiten, mit denen die Transitionen in den T-Invarianten auftreten, schon
den Anforderungen der strong DTS genuigen.

Tabelle 5.2 listet die maximalen strong DTS des Glycolyse-Petri-Netzes auf. Da der Reduktions-
vektor einer DTS bei realen Netzen nur sehr wenige nicht-null-Eintrage enthalt, wird im Folgen-
den in Klammern hinter jeder Transition einer DTS ihr Eintrag im Reduktionsvektor festgehalten.
Alle anderen Eintrage im Reduktionsvektor sind null.

In der strong DTDT SL befinden sich zwei Transitionsmengen, die jeweils ein zusammenhan-
gendes Teilnetz induzieren. Alle anderen strong DTS des untersuchten Netzwerkes induzieren
zusammenhéangende Teilnetze.

Da die Transitionsmengen der abstract DTS mit den Transitionsmengen der strong DTS Uberein-
stimmen, kann das Glycolyse-Petri-Netz sofort mit der invariantenerhaltenden Reduktionsregel
in eine komprimierte Form tUberfluhrt werden. Dabei entsteht ein Ubersichtlicheres Petri-Netz, das
beziglich der T-Invarianten das gleiche Verhalten aufweist wie das urspriingliche Petri-Netz des
Glycolyse-Wegs. Abbildung 5.2 zeigt das komprimierte Petri-Netz.

Tabelle 5.3 listet die Transitionsmengen auf, die reduziert wurden. Bei der Reduktion des
Glycolyse-Petri-Netzes wurden nicht alle maximalen DTS reduziert. Die Transitionsmenge von
DT SL wurde in zwei Transitionsmengen aufgeteilt, die jeweils ein zusammenhangendes Teilnetz
induzieren. Der Grund dafir ist die Kantenrichtung der Kanten zwischen den Transitionen und den
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DTS1
DTS2
DTS3
DTS4
DTS5

Transition invy invy invg invy

r7b 2 0 2 0
r7a 2 0 2 0
r2 1 1 1 1
rl 1 1 1 1
r3 1 1 1 1
r4 1 1 1 1
ré 2 2 2 2
r7 0 2 0 2
r8 2 2 2 2
r9 2 2 2 2
r10 2 2 2 2
g_Gluc 1 1 1 1
r Lac 2 2 0 0
r_Pyr 0 0 2 2
g_ADP 0 2 0 2
r_ATP 0 2 0 2
r H20 0 2 0 2
r_Hplus 0 0 2 2
g_NADplus O 0 2 2
g_Pi 0 2 0 2
r_NADH 0 0 2 2
() 1 1 1 1
ril 2 2 0 0

Tabelle 5.1: Minimale T-Invarianten des Glycolyse-Netzwerkes

= {r1(1), r2(1), r3(1), r4(1), r5(2), r6(2), r8(2), r9(2), r10(2), g_Gluc(1)}
= {r7a(1), r7b(1)}

= {r7(1), g_ADP(1), r_ATP(1), r_H20, g_Pi}

= {r_Lac(1), r11(2)}

= {r_Pyr(1), r_Hplus(1), g_NADplus(1), r_NADH(1)}

Tabelle 5.2: Maximale strong DTS des Glycolyse-Netzwerkes
DTSla = {r1(1),r2(1), r3(1), r4(1), r5(1), g_Gluc(1), r6(2)}
DTS1b = {r8(1), r9(1), r10(1)}

DTS2 = {r7a(1), r7b(1)}

DTS3 = {r7(1), g_ADP(1),r_ATP(1),r_H20, g_Pi}

DTS4 = {r_Lac(1),r11(2)}

DTS5 = {r_Pyr(1), r_Hplus(l), g_NADplus(1), r_NADH(1)}

Tabelle 5.3: Reduzierte strong DTS des Glycolyse-Netzwerkes
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Abbildung 5.2: Reduziertes Glycolyse-Netzwerk

priméaren Stoffen. Diese Kanten definieren eine Halbordnung Uber den Knoten des Petri-Netzes.
Wird die Transitionsmenge vaDT SL bei der Reduktion nicht aufgeteilt, entsteht im reduzierten
Netz ein Kreis, der nur Kanten zwischen priméaren Stoffen und den Transitionen enthélt. Die Re-
aktionsabfolge im Netz ist dann nicht mehr ein eindeutig zu erkennen, weil die entsprechenden
Kanten keine Halbordnung mehr definieren. Trotz der Annahme, dass sich das gesamte Modell
im FlieRgewicht befindet, in dem alle Reaktionen gleichzeitig ablaufen, kann diese Halbordnung
von Bedeutung sein. Deshalb wurde darauf verzicBX&tSl im Ganzen zu reduzieren.

Durch die Teilung vorDT SL kann der Reduktionsvektor fur die Transitionen BISSLb durch-

gehend auf eins gesetzt werden, da diese drei Transitionen in jeder T-Invariante zweimal schalten
missen. Der nur zDT Slb gehdrende Transitionsvektor kann somit ganzzahlig durch zwei geteilt
werden.

Die Transitionen, die die primaren Ein- und Ausgangsstoffe und einige allgegenwartige Molekile
des Glycolyse-Wegs zu- und abfuhren, wurden nicht von der Reduktion ausgenommen. Eine Re-
duktion, die alle oder ausgewéhlte Randtransitionen des Netzes nicht reduziert, ist jedoch ebenfalls
moglich.

Im Netzwerk des Glycolyse-Wegs sind folgende Platze Vor- und Nachplatz von Transitionen, die
ausschliel3lich zu einer einzigen DTS gehoren:

DPG, GAPDHAP FBP. F6P, G6P, Gluc, Lac, PER2PG

Diese Platze werden deshalb bei der mehrfachen Anwendung der Reduktionsregel 4.3.1 entfernt.
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Transition invy inve invg invg iNvs iNVg Iinvz invg invg

DTSla 1 1 1 1 1 1 1 1 1
DTS1b 2 2 2 2 2 2 2 2 2
DTS2 2 0 2 0 2 0 1 1 1
DTS3 0 2 0 2 0 2 1 1 1
DTS4 2 2 0 0 1 1 2 0 1
DTSS 0 0 2 2 1 1 0 2 1

Tabelle 5.4: Einfache T-Invarianten des reduzierten Glycolyse-Netzwerkes

Die minimalen T-Invarianten des komprimierten Petri-Netzes sind in Tabelle 5.4 aufgelistet. Aus
diesen T-Invarianten lassen sich mit Hilfe der Reduktionsvektoren alle T-Invarianten des urspriing-
lichen Netzes ermitteln. In Tabelle 5.4 sind ebenfalls die einfachen T-Invarianten des reduzierten
Petri-Netzes enthalten. Diese T-Invarianten ergeben sich folgendermal3en durch Kombination der
minimalen T-Invarianten und ganzzahlige Teilung (siehe auch [Run04]):

invs = (invy+invs)/2
iNVg (inv2+inv4)/2
inv; = (inv1+inv2)/2
invg = (invz+inva)/2

invg = (invy+invo+invs—+invy)/4.

Anhand des reduzierten Netzes kénnen sehr viel leichter alle minimalen beziehungsweise alle
einfachen T-Invarianten des Glycolyse-Modells nachvollzogen werden, als dies im urspringli-
chen Netz der Fall ist. Finden unter Erhaltung des Flie3gewichts Reaktionen des Glycolyse-Wegs
statt, so muss dafir im reduzierten Modell die TransifidnSla einmal schalten und legt zwei
Marken auf dem PlatBPSab. Da der Reduktionsvektor f@T Sla minimal gewabhlt ist, ist auch

klar, dass die irDT Sla reduzierten Transitionen im Flie3gewicht ebenfalls immer zwei Token
produzieren, obwohl von Transitiole bei ihnrem Schalten nur eine Marke &P Sabgelegt wird.

Im nicht reduzierten Petri-Netz ist erst auf den zweiten Blick klar, dass dies geschieht. Hier legt
die Transitiorr4 zwei Marken ab, so dass Ulrér eine weitere Marke auf Pla@AP gelangt.

Die zwei Marken auf PlatBPSkdnnen nun jeweils getrennt von TransitibT & oderDT S3
verbraucht werden. Die beiden primaren Produkte dieser Transitionen, zwei Marken auf Platz
3PG, werden beide von TransitioDT Slb in zwei Marken aufPyr umgewandelt. Diese beiden
Marken konnen im reduzierten Modell jeweils von den TransitidD&i$ undDT $4 konsumiert
werden. Damit ergeben sich insgesamt neun bezlglich ganzzahliger Teilung minimale verschie-
dene Mdoglichkeiten fur die zwei Marken, das Netz zu durchlaufen. Diese werden gerade durch
die einfachen T-Invarianten beschrieben. Die neun Méglichkeiten existieren nattrlich auch im ur-
sprunglichen Netz, allerdings ist dort die Entstehung der neun einfachen T-Invarianten nicht so
offensichtlich nachvollziehbar, da nicht sofort klar ist, dass im Fliel3gewicht zwei Marken den
unteren Teil des Netzes durchlaufen missen.






Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

Dieser Abschnitt fasst die Ergebnisse der Arbeit zusammenfassen und gibt einen Ausblick auf
maogliche Weiterentwicklungen oder Verbesserungen der Konzepte.

6.1 Zusammenfassung

Invarianten spielen fur die Analyse von Petri-Netz-Modellen in unterschiedlichen Anwendungen,
insbesondere im Bereich Systembiologie, eine wichtige Rolle. Sie werden fur das Finden relevan-
ter Teilnetze und zum Uberpriifen verschiedener Petri-Netz-Eigenschaften eingesetzt. Invarianten
kénnen unabhangig vom Erreichbarkeitsgraphen berechnet werden, so dass eine Analyse der In-
varianten als rein statisches Verfahren auch auf nicht beschrankte Netze angewendet werden kann.

Es existieren bereits Verfahren, um eine Basis der Invarianten zu berechnen, die sogenannten
minimalen Invarianten. Da die Anzahl der minimalen Invarianten und ahnlicher berechenbarer
endlicher Teilmengen der Invarianten eines Netzes exponentiell im Vergleich zur Knotenzahl im
Netz sein kann, ist eine manuelle Analyse schon bei relativ kleinen Netzen nicht mehr mdglich.

In dieser Arbeit werden verschiedene automatisierbare Verfahren beschrieben, Mengen von T-
Invarianten zu analysieren. Die Ergebnisse sind auf P-Invarianten Ubertragbar. Zunéachst werden
Standardverfahren und Ergebnisse aus dem Bereich Data-Mining untersucht. Fur Teile dieser Er-
gebnisse, sogenannte abhangige Transitionsmengen, bietet sich eine weitere Verwendung an.

Es werden zwei Arten der abhangigen Transitionsmengen vorgestellt: die abstractly dependent
transition sets (abstract DTS) und die strongly dependent transition sets (strong DTS). Abhangi-
ge Transitionsmengen kommen in bestimmten T-Invarianten des Petri-Netzes immer gemeinsam
vor. Abstract DTS basieren auf dem Trager der Invarianten, das heif3t die konkreten Haufigkeiten
werden in die Berechnungen nicht einbezogen. Im Unterschied dazu werden fiir die Berechnung
der strong DTS die Haufigkeiten der Transitionen in den T-Invarianten benutzt. Maximale ab-
stract DTS bilden eine Zerlegung der Transitionsmenge eines Petri-Netzes, die Zerlegung durch
die strong DTS verfeinert diese Zerlegung im Allgemeinen nochmals.
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Abhéngige Transitionsmengen kdnnen fir eine komprimierte Visualisierung von Invariantenmen-
gen mit finiten Automaten benutzt werden. Dank der abhangigen Transitionsmengen ist auch eine
effiziente Datenreprasentation von T-Invarianten mit binaren Entscheidungsdiagrammen maoglich.
Algorithmen fur die Berechnung der abh&ngigen Transitionsmengen werden vorgestellt.

Weiterhin bieten die auf den T-Invarianten basierten abhangigen Transitionsmengen die Méglich-
keit, das zugrunde liegende Petri-Netz zu hierarchisieren und zu reduzieren.

Dazu werden anhand der abhangigen Transitionsmengen inhaltlich eng zusammenhangende Netz-
teile identifiziert. Sie kdnnen einer Hierarchisierung dienen, bei der die ermittelten Netzteile auf
eine Hierarchieebene tiefer verschoben werden.

Im Vergleich zur Hierarchisierung, die die Struktur und damit die Semantik des Netzes nur optisch
verandert, geht die Reduktion noch einen Schritt weiter. Mit zwei in dieser Arbeit vorgestellten Re-
duktionsregeln kann das Petri-Netz in eine reduzierte Form tberfihrt werden. Die tragerbasierte
Reduktionsregel reduziert Teilnetze, die durch die abstract DTS definiert werden. Die haufigkeits-
basierte Reduktionsregel benutzt daftir die durch strong DTS definierten Teilnetze.

Die Verwendung der tragerbasierten Reduktion kann dabei die Ubersichtlichkeit des Petri-Netzes
erheblich verbessern. Sie erhalt aber die meisten Eigenschaften des Petri-Netzes nicht, da die
Reduktion starke strukturelle Veranderungen nach sich zieht.

Werden fur die haufigkeitsbasierte Reduktion die tber allen minimalen T-Invarianten berechneten
strong DTS benutzt, bleiben wéhrend der Reduktion die T-Invarianten des Petri-Netzes nachweis-
lich erhalten. Damit kann zum Beispiel eine Vereinfachung eines metabolischen Netzwerks unter
Beibehaltung wichtiger Abléaufe erreicht werden. Andere Eigenschaften, zum Beispiel die Leben-

digkeit oder die Unbeschranktheit, konnen bei der Reduktion verloren gehen.

Es hat sich gezeigt, dass die abhangigen Transitionsmengen in biochemischen Netzwerken eine
biologische Bedeutung besitzen kénnen. Abhangige Transitionsmengen sind biologisch interpre-
tierbare funktionale Einheiten biologischer Netzwerke. Mit dieser Arbeit wurde die Grundlage
geschaffen, die abhangigen Transitionsmengen auch strukturell zusammenzufassen.

6.2 Ausblick

Die in dieser Arbeit vorgestellten Techniken und Konzepte bilden die Grundlage fiir eine auto-
matisierte Auswertung von Invarianten eines Petri-Netzes. Sie sind sowohl bei biochemischen
Netzwerken als auch bei technischen Netzwerken anwendbar. Diese Techniken kénnen noch wei-
terentwickelt werden.

Bei der eingefuhrten haufigkeitsorientierten Reduktion bleiben zum Beispiel die Beschranktheit
und die Lebendigkeit des Netzes nicht invariant. Zudem kann die Realisierbarkeit einer Invariante
durch die Reduktion verandert werden. Denkbar ist eine strukturelle Einschrédnkung der Reduktion
auf kleinere Teilnetze, die diese Eigenschaften erhalt. Hilfreich kdnnte die strukturelle Einschran-
kung auf Teilnetze analog zur Modularisierung nach [Zai05] sein.
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In biochemischen Netzwerken gibt es Primér- und Sekundarsubstanzen. Eine Erganzung der Re-
duktionsregeln um eine Unterscheidung dieser Substanzen erscheint sinnvoll. Eventuell kbnnen
bei der Reduktion entstehende Lesekanten zu Sekundarsubstanzen zur Verbesserung Ubersicht-
lichkeit entfernt werden. Dagegen sollten Lesekanten zu Primarsubstanzen erhalten werden. Fur
eine solche Unterscheidung ist eine vorhergehende manuelle Angabe der Primar- und Sekudéar-
substanzen notwendig.

Bisher wurde die Bestimmung der abhangigen Knotenmengen nur tiber allen minimalen Invarian-
ten durchgefuhrt. Fur die Bestimmung der abhangigen Knotenmengen kann eine gezielte Auswahl
der Invarianten mit Hilfe einer allgemeingultigen Anfragesprache in Verallgemeinerung zur An-
fragesprache in [KSHO4] die Relevanz der Ergebnisse verbessern. Auf3erdem l&asst sich dadurch
auch die Zeitkomplexitat der Berechnungen erheblich verringern. Mit Hilfe der Anfragesprache
muss es beispielsweise mdglich sein, triviale Invarianten auszuschlie3en. Zur Bearbeitung und
Verwaltung grofR3er Invariantenmengen ist au3erdem die Entwicklung von geeigneten Datenstruk-
turen und Algorithmen notwendig.

Fir die Berechnung der abhangigen Knotenmengen ist bisher die Bestimmung einer Menge von
Invarianten erforderlich. Es gibt Hinweise auf eine rein strukturelle Erkennbarkeit zumindest ei-
nes Teils solcher Mengen. Dieser direkte Weg vermeidet den im schlimmsten Fall exponentiellen
Aufwand bei der Berechnung der Invarianten. Ein Ansatz mit Hilfe der linearen Programmierung
fur die Berechnung sogenannter ,Coupled Reaction Sets“ wird in [BNSMO04] verfolgt. Es ist zu
prufen, ob dieser Ansatz auf die Petri-Netz-Theorie und die abh&ngigen Transitionsmengen Uber-
tragbar ist.

Sowohl die in [KG04] benutzten minimalen Schnittmengen als auch die Reaktionsmengen in
[LBO5] und [BNSMO04] scheinen in einem engen Zusammenhang mit den abhangigen Knoten-
mengen zu stehen. Dieser ist genauer zu untersuchen.

Neben der bereits vorhandenen Anzeige der abhangigen Transitionsmengen ist eine Implementie-
rung zu entwickeln, mit der die Reduktion von Teilnetzen praktisch am Petri-Netz durchgefiihrt
werden kann. Strukturell ist die Auswirkung der Reduktionen auf das Petri-Netz klar. Aufgrund
der meist vorhandenen Hierarchisierung von Petri-Netzen ist ein geeignetes Konzept zu entwi-
ckeln, wie die Reduktion an einem hierarchisierten Netz erfolgen kann.

Sowohl die Bestimmung der abh&ngigen Transitionsmengen als auch die Reduktion und die Hier-
archisierung wurden fiir einfache Petri-Netz-Typen entwickelt. Eine Ubertragung auf héhere Petri-
Netz-Typen, zum Beispiel gefarbte oder zeitbewertete Petri-Netze, erscheint aussichtsreich, da
sowohl fur gefarbte als auch fur zeitbewertete Petri-Netze Invarianten berechnet werden kénnen
(siehe [NV86] und [Zai04]).






Anhang A

Implementierung

Zur Unterstitzung dieser Arbeit wurden verschiedene Implementierungen durchgefuhrt. Sie be-
ziehen sich ausschlie3lich auf die Arbeit mit Invarianten von Petri-Netzen.

A.1 Darstellung von Invarianten und anderen Knotenvektoren
mit Snoopy

Beim manuellen Analysieren der Invarianten von Petri-Netzen kann mit Visualisierungen schnell
ein Uberblick tiber die an der Invariante beteiligten Transitionen und deren Zusammenarbeit ge-
wonnen werden. Zum Beispiel sind in Abbildung 2.4 im Kapitel 2 jeweils die beteiligten Transi-
tionen und deren Umgebung im Petri-Netz hervorgehoben, so dass sofort die relevanten Netzteile
identifiziert werden kdénnen. Im praktischen Teil dieser Diplomarbeit entstand deshalb eine Imple-
mentierung, mit der Invarianten in Petri-Netzen visuell hervorgehoben werden kénnen.

Eine Invariante eines Petri-Netzes ist als Multimenge von Knoten des Petri-Netzes interpretierbar,
also als Menge von Knoten und ihrer Haufigkeit. Das induzierte Teilnetz kann jeweils Gber die
inzidenten Kanten zu den betroffenen Knoten ermittelt werden. Dies ist jedoch nicht nur eine
Eigenschaft von Invarianten, sondern von allen Transitions- oder Platzvektoren.

Deshalb wurde eine allgemein einsetzbare Technik angestrebt, um Knotenvektoren in Netzwer-
ken zu visualisieren. Dazu wurde das Werkzeug ,,Snoopy*, vorgestellt in [Fie04], um eine Imple-
mentierung ergénzt, mit der extern generierte Daten zu Mengen von Knotenvektoren eingelesen,
bearbeitet und graphisch angezeigt werden kdénnen.

Farbung

Um eine Menge von Knotenvektoren zu einem Petri-Netz in Snoopy temporér einzufarben, wird
die entsprechende Datei geladen. In dem sich 6ffnenden Auswahldialog kann der Nutzer einen
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oder mehrere Knotenvektoren aus einer Liste auswéhlen. Sobald ein Knotenvektor markiert ist,
werden alle enthaltenen Knoten flachig eingefarbt. Die Umgebung der Knoten wird ebenfalls ge-
farbt. Bei benachbarten Knoten wird nur die Umrahmung eingefarbt. Damit ist es méglich, die
Knoten und deren Umgebung voneinander zu unterscheiden. Der Name und ein Kommentar zu
jedem Knotenvektor kann im Auswahldialog editiert und abgespeichert werden.

Werden mehrere Knotenvektoren ausgewahlt, konnen entweder alle in mindestens einem Kno-
tenvektor enthaltenen Knoten, oder alle in allen Knotenvektoren enthaltenen Knoten eingefarbt
werden. Dies entspricht den Mengenoperationen ,union” und ,intersection“ auf den Tragermen-

gen der Vektoren. Der Nutzer kann zwischen beiden Varianten wahlen.

Neben der einheitlichen Farbung von Knotenvektoren in einer auswahlbaren Farbe kann auch eine
Farbung mit einem Farbverlauf vorgenommen werden. Die Farbintensitat richtet sich nach der
Haufigkeit eines Knotens in den ausgewahlten Knotenvektoren. Bei der Auswahl eines einzelnen
Knotenvektors wird die maximale und die minimale, von null verschiedene Haufigkeit der Knoten

in allen Knotenvektoren bestimmt. Knoten mit der maximalen Haufigkeit werden am intensivsten
gefarbt, Knoten mit der minimalen Haufigkeit werden am wenigsten intensiv gefarbt. Alle Knoten
mit dazwischenliegenden Werten bekommen eine entsprechende Farbintensitat, die anhand der
Position zwischen Minimum und Maximum bestimmt wird.

Etwas anders wird die Farbverlaufsfarbung berechnet, wenn mehrere Knotenvektoren ausgewahlt
werden. Hier werden die Haufigkeiten fiir jeden vorkommenden Knoten aufsummiert. Die ma-
ximale und minimale Summe der eingefarbten Knoten bestimmen den Bereich, nach dem die
Farbintensitat der Farbung bestimmt wird.

Dateiformat

Da bisher haufig das Werkzeug ,INA” [Sta03] benutzt wird, um zu einem Petri-Netz alle minima-
len Invarianten zu berechnen, wurde das Dateiformat zum Datenaustausch kompatibel zu den von
INA benutzten Formaten gewahlt.

Ein Knotenvektordokumentist nach folgender Grammatik, festgehalten in der erweiterten Backus-
Naur-Form, aufgebaut:

S = textl'=" DATA

DATA = VECTORS@' VECTORTEXT$VECTORS
VECTORS = VECTORS VECTORVECTOR
VECTORTEXTS= VECTORTEXTS VECTORTEXE
VECTOR = num’| NODEINFOS

NODEINFOS = NODEINFOS,’|' NODEINFO| NODEINFO
VECTORTEXT = num’| text2’| text2’|

NODEINFO = num’. ident’”” num

Das Terminalsymbatumsteht dabei flr eine natlrliche Zahl uidnt steht flr einen Bezeichner
eines Knotens. Das Terminalsymliektl (text2) kann dabei zu einem beliebigen Text ohne das
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Zeichen’='(’|), das als Trennzeichen dient, abgeleitet werden. Damit automatisch erkannt werden
kann, um welche Knotenart es sich bei den Knotenvektoren handelt, muss tiextaabgeleitete
Text ein Schlisselwort enthalten, das mit dem jeweiligen Namen der Knotenklasse in Snoopy

Ubereinstimmt.

Listing A.1 zeigt ein Dokument mit den minimalen Invarianten des Petri-Netzes aus Abbildung
5.2. Da es sich um T-Invarianten handelt, ist im ersten Textteil das Schlisselwort ,transition®

enthalten.
semipositive

1

transtion

| .DTS2
| .DTS1a
| 10.
| 23.
| .DTS2
| .DTS1a
| 10.
| 14.
|

I

I

I

|

I

I

I

DTS1b
DTS4

DTS1b
DTS5

.DTS1a
.DTSS

10.
23.
.DTS1a
.DTS3

10.
14.

DTS1b
DTS4

DTS1b
DTS5

invariants

NNONNENPDONEDNNDNERENNNDEREDN

'_\

| Erste Invariantelies ist die erste Invariante |
2 | Zweite Invariante Dies ist die zweite Invariante |

Listing A.1: Invariantendokument zu Abbildung 5.2

A.2 DTS-Berechnung und DTS-Anzeige mit PInA und Snoopy

Fur die in dieser Arbeit eingeftihrten abstract und strong DTS wurden in Kapitel 3 Algorithmen
vorgestellt, die auf Basis einer Menge von Invarianten die DTS berechnen. Diese Algorithmen
wurden in Java implementiert und in das bereits existierende Tool ,PInA* eingebunden. Da eine
strong DTS eine Multimenge von Transitionen und damit einen Knotenvektor darstellt, bietet sich
ein Export der Ergebnisse in das gleiche Format an, das auch flr Invarianten benutzt wird. Dies
gilt auch fur abstract DTS. Allerdings ist zu beachten, dass als Haufigkeit der Transitionen einer
abstract DTS im Dokument immer eins angegeben wird.
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Da fur das Speichern der DTS das selbe Format benutzt wird wie fur die Invarianten, konnen die
Transitionen, die zu einer DTS gehoren, im Petri-Netz mit Hilfe von Snoopy visuell hervorgeho-
ben, benannt und mit Kommentaren versehen werden. Dies erleichtert die Analyse der abhéngigen
Transitionsmengen in Petri-Netzen.

A.3 Machbarkeitsstudie zu Hierarchisierung und Reduktion

Neben der visuellen Hervorhebung von DTS ist auch eine automatisierte Hierarchisierung denk-
bar. Eine Implementierung in Snoopy bietet sich an, da Hierarchisierungskonzepte und das Einle-
sen und Bearbeiten der DTS und der Invarianten bereits realisiert sind.

Das Ersetzen eines Teilnetzes durch ein anderes Teilnetz kann schrittweise manuell von der Be-
nutzeroberflache von Snoopy aus durchgefihrt werden. Deshalb sollte das direkte Ansteuern der
dabei benutzten Funktionen ebenfalls mdglich sein.

Seid die zu hierarchisierende DTSy ihre beteiligten Transitionen. Beim Erzeugen eines Sub-
netzes furd werden die Transitionen aldg sowie alle inneren Platze vahin das neue Subnetz
verschoben. Kanten von nicht verschobenen Platzen zu Transitionély dilisren nun zu der

neuen hierarchischen TransitibnFur jeden mith verbundenen Platz wird ein Reprasentant in

das Subnetz eingefligt. Statt mit den Platzen im Hauptnetz werden die Transitionen nun mit den
entsprechenden Reprasentanten verbunden. Damit auf diese Weise hierarchisiert werden kann,
mussen sich alle zu hierarchisierenden Knoten im gleichen hierarchischen Netz befinden.

Die Koordinaten des neuen Knotens im Netzwerk kann zum Beispiel durch den Schwerpunkt aller
hierarchisierten Transitionen bestimmt werden. Dabei verdndern sich die Koordinaten aller ande-
ren, nicht in die nachste Hierarchiebene verschobenen Netzknoten nicht. Stehen, wie in Snoopy,
automatisch generierbare Layouts zur Verfigung, kann das Layout nach dem Hierarchisieren auch
auf diese Art bestimmt werden. Dabei konnen sich die Koordinaten der nicht von der Hierarchi-
sierung betroffenen Netzbestandteile andern.

Die Auswahl der zu hierarchisierenden DTS kann uber das Fenster, mit dem derzeit die DTS
angezeigt werden, erfolgen. Fir einen besseren Bedienkomfort sollten die nicht trivialen DTS
automatisch ausgewéahlt werden kénnen. Dazu muss ein Trivialitatkriterium festgelegt und eine
Trivialitatspriufung implementiert werden. Beispielsweise konnen einelementige DTS als trivial
bezeichnet werden.

Befinden sich nicht alle zu hierarchisierenden Knoten im gleichen Teilnetz, sollte nach bisheri-
gen Erkenntnissen nicht hierarchisiert werden. Die Bedeutung der bestehenden Hierarchisierung
kann dabei zerstort werden. Es ist au3erdem nicht klar, an welcher Stelle der entstehende hier-
archische Knoten eingefiigt werden soll. Méglich ist eine vorhergehene Dehierarchisierung. Das
dehierarchisierte Netz kann dann mit den oben beschriebenen Methoden anhand der von den DTS
vorgegebenen Struktur neu hierarchisiert werden.
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